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Matrices

Definicion 1 Una matriz real es una funcion A de [1,..,n] x [1,..,m], al conjunto de los niimeros
reales R, y decimos que A tiene ordenn X m

Una matriz A se representa con todos sus valores de manera usual como un arreglo de n filas y m
columnas:

a1 a2 - O1m

azi a2 o a2m,
A =

an1 an2 e Anm

También la podemos representar como A = (a;;),donde 1 <i <n,1<j<m.

Ejemplos de matrices:

1. Ejemplo de una matriz 2 x 2: A = ( @ >
G21 Q22

Como funcién la matriz anterior se escribe A : [1,..,n] x [1,..,m] — R, donde:

aiy
a12
a21
a22

1111



1. Matrices

aix a2 Qi3
2. Ejemplo de una matriz 3 x 3: A = as1 Q29 Q93
as1 Q32 a33

Como funcién se escribe A : [1,..,3] x [1, .., 3], donde:

(11) — ail
(12) — a2
(13) = a3
(21) — ani
(22) = as2
(23) — as3
(31) = asy
(32) = as
(33) = ass
air  a12
3. Ejemplo de una matriz 3 x 2: A = ( as1 Qo3
asy @32

a1l a2 Qi3
a1 G222 Q23

4. Ejemplo de una matriz 2 x 3: A = <
= ( ail Q2 ai3 )

5. Ejemplo de una matriz 1 x 3: A

ail
6. Ejemplo de una matriz3 x 1: A = as1

a31

Igualdad de matrices:

Definicion 2 Dos matrices A, B del mismo orden n. X m son iguales si y solo si, son iguales como
funciones. Es decir si son iguales entrada por entrada:

A:B@aij:bij 1<i<n, 1<j<m
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1.1. Matrices cuadradas

Las matrices cuadradas son aquellas que tienen el mismo nimero de filas que de columnas. Este con-
junto de matrices suele escribirse como M,,. Las matrices cuadradas tienen propiedades particulares.

1.2. Matriz transpuesta

Dada una matriz A se define la matriz transpuesta A” (la transpuesta), como aquella que cambia las
filas por columnas, o las columnas por filas, es decir:

Si A = (a;;), entonces AT = (a;;)

Para una matriz en Ms5:

ailp  Gaiz2 Qi3 @11 G21 431
SiA= as1 Qg2 G923 , entonces AT = a1z Q22 a3
az1 az2 a3z a13 G223 (33
Ejemplo:
2 3 1 2 1 -1
SiA= 1 —2 7 |,entonces AT = 3 -2 0
-1 0 5 1 7 5

Propiedades de la matriz transpuesta:

1. (AT)T = A, la transpuesta de una transpuesta es igual a la matriz.

2 3 1 2 _ . 31
A= 1 -2 7 |2 3 —2 o | —2 7
1 0 5 L | 1 0 5

2. (A+ B)T = AT + BT, la transpuesta de una suma, es la suma de las transpuestas.

A (2 6\ g (1 t\am(3 T\wpT (3 5
3 5 )7 23 5 8 78
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A— 2 6 B 1 1 AB 14 20 (A_B)>T 14 13
T\U3 5 )T L2 3 13 18 20 18
2 3 BT 1 2
6 5 )’B *( 1 3 )
3 14 13
T AT _ —
5 ( )6 5)=(= i)
4. (rA)T = r AT, la transpuesta de un producto escalar es el producto escalar de la transpuesta.

5. Si A = AT, la matriz se llama simétrica.

6. Si AT = — A, la matriz se llama antisimétrica.

1.3. Matriz identidad

En M, existe la matriz identidad, que consiste en una matriz con unos en la diagonal (es decir donde
i = j) y ceros en otro lugar (o sea donde i # j).

Por ejemplo en M3,

1 0 0
Ii=| 0 1 0
0O 0 1
N 0sii#j
Formalmente I,, = (a;;) = { @ fe g
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1.4. Matriz diagonal

La matriz es diagonal si tiene valores cero fuera de la diagonal. En la diagonal es posible tener ceros o
no.

Sia;; =0, coni # j

aill 0 0
A= 0 a9 0
0 0 ass

1.5. Matriz triangular

Una matriz es tridngular superior, si tiene valores cero abajo de la.

Sia;; =0,coni > j

ailr  Gai2  a13

Una matriz es tridngular inferior, si tiene valores cero arriba de la diagonal.

Sia;; =0,coni < j

1.6. Matrices binarias

Una matriz es binaria, si sus entradas toman sé6lo dos valores diferentes, podemos tomar los valores de
0,1.

N

I

(an)
o = O
_= = O
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Las matrices binarias tienen varias aplicaciones, los valores 0, 1 representan elementos de un campo
finito de dos elementos, esto quiere decir que los elementos 0, 1 se pueden multiplicar y sumar, y en
ambos casos forman un grupo Abeliano.

Es decir:

+:{0,1} x {0,1} — {0,1},

040 ~— O
0+1 — 1
140 — 1
141 —~ 0

Para esta suma:

1. La suma es conmutativa.

2. La suma es asociativa.

3. Existe el neutro aditivo, 0.

4. Existe el inverso aditivo, —a.

e {07 ]-} X {07 1} - {07 1}’
0-0 — 0
0-1 — 0
1-0 — 0
1-1 — 1

Para este producto:

1. El producto es conmutativo.
2. El producto es asociativo.
3. Existe el neutro multiplicativo , 1.

4. Existe el inverso multiplicativo, a .



Operaciones entre matrices

2.1. Suma entre matrices

La suma esta definida s6lo para matrices del mismo orden, es decir, s6lo se puede sumar una matriz de
orden n X m con otra de orden n X m. La suma se realiza entrada por entrada, es decir:

Si A = (a;j),y B = (b;j), entonces A + B = (a;; + b;j)

Ejemplos de suma de matrices:

1. Una matriz de orden 2 x 2 mas otra del mismo orden 2 x 2.

(5 )+(5 5)-(8915" §18)

2. Una matriz de orden 3 x 2 mas otra del mismo orden 3 x 2.

1 4 1 1 2 5
2 5 |+ 11 = 3 6
3 6 11 4 7

3. Una matriz de orden 1 X 3 mas otra del mismo orden 1 x 3.
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(2 0 5)+(6 -2 1)=(8 -2 6)

4. Una matriz de orden 1 X 3 mas otra del mismo orden 1 x 3.

3 3 6
1 14+ 5 |=| 6
6 0 6

5. Una matriz 3 x 3 sumada con otra del mismo orden 3 x 3.

a1 a2 a3 bir b1z bis aiy +bir  aiz +bi2 a3 +bi3
az1 a2 azz |+ | bar baa baz | = | a1 +bar  aze+ba a3+ bag
as1  Gz2  G33 b3 bsx b33 as1 +bs1  asa+ b3 ass + bss

Las matrices con la suma forman un grupo Abeliano, es decir:
1. La suma de matrices es conmutativa, A + B = B + A.
2. La suma de matrices es asociativa, A+ (B + C) = (A+ B) + C.
3. Existe la matriz (neutro aditivo) cero, tal que A+ 0 =0+ A = A.

4. Para toda matriz A, existe (inverso aditivo) la matriz — A.

2.2. Producto por un escalar

El producto de un escalar (ndmero real) r por una matriz r A, se define de la forma natural, es decir,
multiplicar cada entrada de A por el niimero r. El orden de A puede ser cualquiera.

Si A = (a;j), entonces rA = (ra;;)

Ejemplos

1. Una matriz 2 x 2 por r = 3.

s (1 2)_ (31 32)(3 ¢
3 4)7 33 3.4 )9 12
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2. Una matriz 3 X 2 por r = 2.

1 4 2 8
2- 2 5 = 4 10
3 6 6 14

3. Una matriz 3 x 3 por r.

a1 a2 a3 raijx  raiz Trais
T Ga21 Q22 a23 = razr Tazz Ta23
azy az2  G33 ragzy Tragzz Tas3

2.3. Producto de matrices

El producto de matrices esta definido, entre A, matriz de orden n X p, por B de orden p x m. Dando
como resultado C de orden n x m

Si A = (a;;),y B = (b;;), entonces C = (c;;) donde ¢;; = > 1 _, (air) (brj)-

Ejemplos de producto de matrices:

1. Una matriz 2 x 2 por otra de orden 2 x 2.
L2y (1 0 _ MO+ 0@O)+G)2) Y_(5 6
( 3 4 ) ( 2 3 )_( MG+ 2)4) 0)3)+(3)(4) )_( 11 12 )
El proceso es el siguiente:

a) Se multiplica la primera fila de la primera matriz por la primera columna de la segunda.

(i) (Bs) - (22 )

b) Se avanza de fila y se multiplica la segunda fila de la primera matriz por la primera columna

de la segunda.
1 2\ (1 0 _ (M) +(2)(2) _
3 4 2 3 ) 13+24 _
¢) De manera similar se multiplica la primera fila de la primera matriz por la segunda columna
de la segunda.
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(fls i)'@ g>:(<1><3>+<2><4> _

d) Avanzando de fila finalmente, se multiplica la segunda fila de la primera matriz por la segunda
columna de la segunda.

2.3. Producto de matrices
MM +(2)2) 01 +3 2 )

(1 2 >< 1 0 >_< (1) + (2)(2) <o><1>+<3><2>>
3 4 2 13 (1)3)+(2)(4) 03 +3 4
2. Una matriz 2 X 2 por otra de orden 2 x 2.
=3 5\ (-2 3\ _ ([ (2=3)+(DG) B +@G) Y _ 1 1
( L2 ) ( -1 4 )_< (=2)M)+(=D(E2)  G)1)+@(?2) )‘( -4 11 )

3. Una matriz 2 X 2 por otra de orden 2 X 2.

1 1
2 -1

-1 2

)( 112

14
16

—15/2 )
-8

5. Una matriz A, 3 x 3 por otra B de orden 3 x 3.

ayr a2 a3 bir bz b3
A= an ax axz | B=| ba by b |,
as1  Gzz  G33 b31 bz bss

a11b11 + ai2ba1 + a13b31
a21b11 + agzbar + az3bzy
az1b11 + az2bar + azzbzy

AB:(

a11b12 + a12b22 + a13b32
a21b12 + az2b22 + as3bso
az1bi2 + azabaa + aszbso

a11b13 + a12b23 + a13b33
a21b13 + az2b23 + az3b33
a3z1b13 + az2baz + aszbsz

|
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Resumiendo:

1. La suma de matrices forma un grupo Abeliano, es decir, es conmutativa, es asociativa, existe la
matriz cero 0, y para toda matriz A, existe la matriz inversa aditiva — A.

2. Para el producto de matrices: éste NO es conmutativo, si es asociativo, existe la matriz neutra
(para matrices cuadradas), y NO para toda matriz A, existe su matriz inversa multiplicativa A~!.



Matriz inversa

Una matriz cuadrada A tiene inversa, si existe la matriz A= talque A- A=! = A=1. A = I. Se dice
también que A es invertible o no singular.

Observacion: No siempre existe la matriz inversa.

3.1. Obtencion de la matriz inversa por medio de Operaciones Ele-
mentales

La matriz inversa de una matriz A se puede obtener aplicando un método similar al método de Gauss-
Jordan para resolver SEL.

Operaciones elementales sobre filas de matrices.
1. Cambio de dos filas.

2. Multiplicar una fila por una constante.

3. Sumar el multiplo de una fila a otra fila.

Sea A una matriz, entonces existe la inversa A~!, si se puede calcular por el siguiente proced-
imiento.

1. Considere la matriz (A|I), que significa ajuntar a A la matriz identidad I.
2. Aplicar las operaciones elementales a las filas de A suficientes para convertirla en la matriz I.

3. Las mismas operaciones elementales hay que aplicarlas (al mismo tiempo) a I adjuntada.
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4. La matriz de la derecha que resulte de 3, es la matriz inversa (I|A~1).
Observacion: si no es posible aplicar este método, entonces la matriz inversa no existe.

Ejemplos:

Ejemplo 1| Sea A = < i1’> Z ), encontrar la matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.

. .. . 1 211 0
a) Adjuntar a A la matriz identidad I,( 3 400 1 )

b) Aphcar FQ = —3F1 + Fg

-3FF= -3 —-6|-3 0
F, = 3 4 0 1
= 0 —2[-3 1
1 2 1 0
c) Obtenemos( 0 —92| -3 1 )

d) Aplicar ahora I} = Fs + F}

Fr= 0 —-2|-3 1
Fi= 1 2 1 0
FF= 1 0]-21
1 0] -2 1
e) Obtenemos( 0 —92| -3 1 )

1
f) Finalmente F5 = —QFQ

1 0] —2 1
g) Obtenemos( 0 10372 —1/2 >
Por lo tanto la inversa A~ ! es —2 1
3/2 —1/2

h) Comprobando:( 3_/§ _1/; > ( 515 i )Z( ?:/22t3:))/2 (;/424;%1/2 )Z( é (1) )

Ejemplo 2| Sea A = ( ; 71 ), encontrar la matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.

a) Considerar: < L -1y10 )

2 170 1



3.1. Obtencion de la matriz inversa por medio de Operaciones Elementales

b) Aplicar Fy, = —2F) + F,
—2F= -2 2| -2 0
= 2 1 0 1
F,= 0 3|-2 1
1 -1 1 0
c) Obtenemos< 0 3 9 1 )
d) Aplicar ahora [} = F5 + 3F)
Fo= 0 31 -2 1
3Fi= 3 =3 3 0
Fr= 3 0 ‘ 1 1
3 0 1 1
e) Obtenemos ( 0 3| -2 1 > .
. 1 1
f) Finalmente F; = §F1" Fy = §FQ
1 0 1/3 1/3
g) Obtenemos ( 0 1|-2/3 1/3 ) .

Por lo tanto la inversa A~ ! es (

h) Comprobando: <

1/3 1/3 )
-2/3 1/3

1 -1 /3 1/3\ ([ 1/3+2/3 1/3-1/3
2 1 >< -2/3 1/3 )( 2/3-2/3 2/3+1/3

15

Ejemplo 3 | Sea A = ( g g > encontrar la matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.

. 5 3|1 0
a) Considerar: < 9 210 1 )
b) Aplicar Fy, = —2F| + 5F,
2= —-10 —-6] -2 0
5F, = 10 10 0 5
= 0 4 ‘ -2 5
5 3 1 0
c) Obtenemos< 0 4| -2 5 )
d) Aplicar ahora F'} = —3F, + 4F)
—3F; = 0 -12 6 —15
4F; = 20 12 4 0
Fi= 20 0]10 -15
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20 0| 10 -15
¢) Obtenemos ( 0 4| 2 5 ) .
f) Finalmente F; = iF = 1F
1= gt f2 =512
1 0 1/2 -3/4
g) Obtenemos ( 0 1| -1/ 5/4 ) .

. _ 1/2 -3/4
1
Por lo tanto la inversa A~ " es ( 1 / 9 5/4 )

5 3 )< 1/2 —3/4) _ <5/2—3/2 —15/4+15/4) _

7). Comprobando: ( 2 2 ~-1/2  5/4 2/2-2/2  —6/4+10/4

(o 1)

Ejemplo 4 | Sea A = ( . >, encontrar la matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.

2 2

. 1 171 0
a) Considerar: ( 9 210 1 )
b) Aplicar Fy, = —2F) + F,

—2F= -2 -2]|-2 0
= 2 2 0 1
= 0 0 \ -2 1
1 1 1 0

¢) Obtenemos ( 0 0l -2 1 ) .

d) En este caso no se puede aplicar el método, por lo tanto la matriz inversa NO existe. Observe-
mos que F5 es multiplo de F3.

1 2 3
Ejemplo 5| Sea A = 1 1 2 |,encontrar la matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.
0 1 2
1 2 3|1 0 0
a) Considerar: 1 1 270 1 O
0 1 2|0 0 1
b) Aphcar FQZ—F1+F2
-FF= -1 -2 -3|-1 0 0
Fy = 1 1 2 0 1 0
= 0o -1 -1 ‘ -1 1 0
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)
~
®)
~%
=
[¢]
jo=]
[¢]
=
Q
w2
=
|
—_
|
—
|
—_
—

Fp= 0 -1 —1|-1 1 0
F3= 0 1 2] 0 0 1
Fs= 0 0 1[-1 1 1

1 2 3 1 0
e) Obtenemos 0o -1 -—-1]|-1
0 0 1] -1 1
f) Abhora;
Fy = F3 + I
Fy = —-3F;5+ F}
Fs= 0 0 1{-1 1 1 —-3F= 00 -3|3 -3 -3
Fr= 0 -1 —-1|-1 1 0 = 1 2 311 0 0
F,b= 0 -1 0|-2 2 1 FF= 12 0[4 -3 -3
1 2 0 4 -3 =3
g) Obtenemos 0O -1 0| -2 2 1
0 0 1] -1 1 1
h) Ahora;
Fy=2F+ F
2b= 0 -2 0| —4 4 2
=1 2 0 4 -3 =3
F= 1 0 0] 0 1 -1
1 0 0 0 1 -1
i) Obtenemos o -1 0 |-2 2 1
0 0 1] -1 1 1
j) Por tltimo
F,=—F,
1 0 0 0 1 -1
k) Finalmente obtenemos 0 1 0 -2 -1
0 0 1| -1 1 1
0 1 -1
Por lo tanto la inversa A~! es 2 -2 -1
-1 1 1

) Comprobando:

17
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S = O
= o O

1 2 3 0 1 -1 4-3 1-4+3 —-1-2+43 1
1 1 2 2 -2 -1 ]|=12-2 1-242 —-1-1+42 0
0 1 2 -1 1 1 2-2 —2+2 -1+2 0
1 2 3
Ejemplo6| SeaA= | 0 2 3 |,encontrarla matriz inversa A~!, y comprobar el resultado.
1 2 4
1 2 3|1 0 0
a) Considerar: 0 2 3|0 1 0
1 2 410 0 1
b) Aplicar F5 = —F| + Fj3

-FF= -1 -2 -3]-1 0 0
Fs = 1 2 4 0 0 1
F3 = 0 0 11-1 0 1

1 2 3 1 0 0
¢) Obtenemos 0 2 3 0 1 0

0O 0 1|-1 0 1
d) Aplicar ahora:

Fy = -3+ I,

Fy = —-3F;+ F}

-F= 00 3|3 0 -3 —-3F= 0 0 -3|3 0 =3
F,= 0 2 310 1 0 = 1 2 311 0 0
F,= 0 2 0[3 1 -3 FF= 12 0[4 0 -3

1 2 0 4 -3
¢) Obtenemos 0 2 0 3 1 =3

0 0 1| -1 1
f) Abhora;

Fr=-F+F

= 0 -2 0| -3 -1 3
=1 2 0 4 0 -3
=1 0 0 ‘ 1 -1 0

1 0 0 1 -1 0
g) Obtenemos 0 2 0 3 1 -3
0 0 1| -1 0 1

h) Por dltimo
Fy =Fy/2
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1 0 0 1 -1 0
i) Finalmente obtenemos 0 1 0 ]3/2 1/2 -=3)2
0 0 1] -1 0 1
1 -1 0
Por lo tanto la inversa A=Y es | 3/2 1/2 -3/2
-1 0 1
j) Comprobando:
1 2 3 1 -1 0 1+43-3 14140 0-3+3
0 2 3 3/2 1/2 -3/2 | =] 04+43-3 0+14+0 0-3+3
1 2 4 -1 0 1 1+43-4 —-1+14+0 0-3+4
1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 1 1
Sea A = 1 2 3 |,encontrar la matriz inversa A‘l,ycomprobar el resultado.
0 1 1

1 1 11 0 0
a) Considerar: 1 2 3]0 1 O
0 1 1{0 0 1
b) Aphcar F2 = 7F1 + F2
-FF= -1 -1 —-1|-1 0 0
F, = 1 2 3 0 1 0
= 0 1 2 ‘ -1 1 0
1 1 1 1 0 O
¢) Obtenemos 0O 1 2|-1 1 0
0o 1 1 0 0 1
d) Aplicar Fy = —F, + Fy
—F= 0 -1 -2|1 -1 0
Fs= 0 1 110 0 1
Fs= 0 0 -1 ‘ 1 -1 1
1 1 1 1 0
e) Obtenemos 0 1 2| -1 1
0 0 -1 1 -1

f) Aplicar ahora:
Iy =2F3+ Iy
F=F+5
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2F;= 0 0 =2 2 -2 2 FF3= 0 0 —-1]1 -1 1
Fr= 0 1 2| -1 1 0 F”= 11 111 0
Frb= 01 o0} 1 -1 2 F= 11 02 -1 1
1 0|2 -1 1
g) Obtenemos 0 0|1 -1
0 O —-1]1 -1 1
h) Ahora;
FL=—-F+F
—F= 0 -1 0] -1 1 -2
Fr= 1 1 0 -1 1
=1 0 O‘ 1 0 -1
1 0 0|1 0 -1
i) Obtenemos 0 1 0|1 -1
0 0o -1 -1 1
J) Por ultimo
F3 = —Fj3
1 0 0 1 0 -1
k) Finalmente obtenemos 0 1 0 1 -1 2
0 0 1] -1 1 -1
1 0 -1
Por lo tanto la inversa A~ ! es 1 -1 2
-1 1 -1

/) Comprobando:

1 1 1 1 0 -1 1+1-1 0-1+1 —-1+4+2-1

1 2 3 1 -1 2 = 1+42-3 0-243 —-1+4+4-3 =
0 1 1 -1 1 -1 0+1-1 0-1+1 0+2-1

1 0 O

0 1 0

0 0 1

Observaciéon importante: el orden para hacer “ceros” las entradas dentro de la matriz debe seguirse
siempre la siguiente secuencia.
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Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe la matriz inversa.

2. La matriz es equivalente por OE a la matriz Identidad.




Sistemas de Ecuaciones Lineales y Matrices

Un sistema de ecuaciones lineales, ya sea homogéneo o no homogéneo puede ser escrito mediante
matrices.

Definicion 3 Considere el siguiente sistema de m ecuaciones con n incognitas:

01121 + a12%2 + a1323 + - - + a1, = by

a21%1 + A22%2 + A23T3 + -+ + A2y, = ba

a31T1 + 32T + 3373 + - - +azpr, = bs
Am1T1 + GmaT2 + Am3T3 + - + GmnTn = b,

donde las constantes i1, ..,015, 012, ..A2n, -y Gmly oy Gmns 01, -, 0m € R,y las incdgnitas
x1, .., Tn representan también niimeros reales.

Entonces tenemos la siguiente representacion matricial:

a1l a2 - A1n 1 by
az1 G2 - G2, T bo
asy  asy - as, | .| w3 | — b3
Am1 Am?2 T Amn Tn bm

Escrito como Ax = b.



4. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Matrices 23

Proposicion 1 El sistema de ecuaciones lineales SEL Ax = b tiene una tinica solucion, si y solo si
la matriz A tiene inversa. En este caso la solucion es x = A~'b.

Ejemplos:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales (cuadrado) por medio de la matriz inversa.

T+ y o+ z = 1
r + 2y + 3z = -1
y o+ z = 2

Usando la representacion de operaciones e igualdad entre matrices, nuestro sistema de ecuaciones lineales,
se puede escribir como:

1 1 1 x 1
1 2 3 . y = -1
0 1 1 z 2
Que tiene la forma:
T 1
A y | =1 -1
z 2

Si ahora multiplicamos ambos lados de la ecuacién por la izquierda por A~!. Obtenemos que la solu-
cion del sistema, es:

T 1
A71 A Y = A71 . —1
z 2

x 1

Y =A"! -1

z 2

1 0 -1
Como A1 = 1 -1 2 |, entonces:



4. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Matrices

T 1 0
Y = 1 -1
z -1 1

Ahora tenemos las siguientes equivalencias:

1. Existe la matriz inversa.

-1

2. La matriz es equivalente por OE a la matriz Identidad.

-1

3. El sistema homogéneo Ax = 0 tiene como unica solucién a la trivial.

4. El sistema Az = b, tiene una dnica solucidn.

24






