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Espacios Vectoriales

1.1. Idea Basica de Espacio Vectorial

Antes de iniciar con las definiciones que involucran un espactorial veamos algunas ideas que nos
ayudaran a comprender mejor qué es un espacio vectorial.

1.1.1. Hechos importantes de los espacios vectoriales

1. Primero debemos saber que un espacio vectorial es umtoiwfe elementos llamados vectores.
2. Todo espacio vectorial contiene su “cero”.
3. Los vectores se pueden “sumar”.

Con los anteriores hechos podemos ya dar ejemplos de espactoriales.
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Figura 1.1: Un espacio vectorial cef¢, 0)}

El ejemplo mas sencillo de espacio vectorial es el conjueto & = {0}. Obsérvese que el cero
sumado al cero siempre da cero.

1.2. [Espacios vectoriales generados por un elemento no cero

Los espacios vectoriales que siguen en complejidad sorl@sjgenerados por un elemento diferente
de cero.

Observemos los siguientes hechos del espacio vectorggnerado por un elementodiferente de
cero.

Seau el elemento diferente de cero que generara al espacio iactor
Si est&, como los elementos de un espacio vectorial conservanreassstambién est&u, 3a, 4a, ...
Extendiendo el punto anterior a los inversos aditivog] espacio vectorial también estdn—3a, —2a, —a

Hasta el moment¥ contiene a= {..., —2a, —a, 0, a, 2a, ...}

a 0w N E

Es decir} contiene los multiplos de tanto positivos como negativos.

2

. , L, . 1 1
6. Mas aunl/ debe contener también las fracciones c%rmga, 3% -

7. De hechd/ contiene a cualquier multiplo read.
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Figura 1.2: Construccion del Espacio vectorial generadapa@lemento

Figura 1.3: El espacio generado por un elemento llega seing@arecta que pasa por el origen

Los ejemplos concretos de espacios vectoriales generadas plemento diferente de cero son varia-
dos, cabe mencionar que para las matematicas todos eshofossyectoriales son “iguales” o isomorfos.

1. Consideremos al plano, y al vector diferente de @eto(1, 1), (en el plano y el espacio los vectores
suelen escribirse con una flecha). Entonces, este espdmdeteer también ad, 0, @, 2d, 3d, ...
como en la figura 1.8.

2. De hecho debe tener también a todos los mdltiplos ent@tos,multiplos racionales y en general
a todo vector de la formad, llegando a convertirse en una linea recta 1.3.

3. Debemos observar que todo pubien la linea puede escribirse comi decimos qu5 es combi-
nacion lineal dei, o queb es generado par

4. Se dice también quégenera toda la linea.
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Figura 1.4: Espacios vectoriales generado(Ro2) y (—1, —1) respectivamente

Nota 1 Los sub-espacios vectoriales generados por un vect®?eson las lineas rectas que pasan por
el origen.

1.3. [Espacios vectoriales generados por dos elementos no cero

Para el caso de dos elementos diferentes de cero tenemagiiastes observaciones.
1. Seaa, b elementos diferentes de cero que generan un espacio akctori

2. Si estana,b, como los elementos de un espacio vectorial conservan laasstambién estan
2a,2b, 3a, 3b, ...

3. En general estéfra, rb}.
4. Pero también esta la suma- b.
5. De manera genérica, tenemos §le- ra + sb.

Para ejemplos concretos de espacios vectoriales gengraddss elementos diferentes de cero en el
plano tenemos dos casos:

1. Sibes miltiplo dez, entonces el espacio vectorial generadosappb es el mismo 1.4.

2. Sib no es multiplo dex, el espacio generado es todo el plano.
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Figura 1.5: Espacio vectorial generado pbr0) y (0,1)

1.4. Definicion de espacio vectorial y ejemplos

Sea un campdy, por ejemplo los nimeros racional®s los nimeros realeR, o los nimeros com-
plejosC.

Definicion 1 SeaK un campo, un conjunto no vacid, se llama espacio vectorial, (donde los
elementos d& se llaman vectores), y los d€ escalares, sV tiene definida una suma que lo hece
un grupo abeliano.

Ademas se define un producto escdlarc V', dondek € K, yv € V, y se cumplen las siguientas
reglas:

1. Paratodok € K ytodou,v € V, k(u + v) = ku + kv.

2. Paratodoa,b € K ytodou € V, (a + b)(u) = au + bu.
3. Paratodoa,b € K ytodou € V, (ab)(u) = a(bu).
4

. Para el escalal € K, ytodou € V, lu = u.
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Figura 1.6: Arriba: Espacio vectorial generado foi0) y (0, 2) Abajo: el EV generado pdB,0) y (0, 2)
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Figura 1.7: Arriba: Espacio vectorial generado pbrl) y (—1, 1) Abajo: el EV generado pai2,0) y
(_17 1)
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Ejemplos:

1. K=R, V=R

2. K=R,V =R2

3. K=R,V =R3

4. K =R,V =R".

5. K =R,V = My,

6. K =R, Fla,b].

7. K =R, R[z], g € Rlz], gr(g9) < n.
8. K =R, R[z].

Mas ejemplos:

Sea el simbolo estreli.

Ademas es posible sumar estrellas, por ejergiple % = 2%.
De la misma manerk + % + % + % + % = 5%k.
Tambiérbk — 3% = 2%.

o~ w0 bdPE

Asi mismo3% — 3% = O%.
Lo anterior nos indica que con el obje#oy la suma podemos formar el conjunto:
E={. —2%,—1%,0%, 1%, 2%,..}

Esto nos dice que el conjunto es un grupo abeliano.

Pero ademas podemos hacer operaciones entre estrellaeyosin@ales, no solo enteros:

1. Sea el simbolo estreli.

2. Es posible factorizar estrellasis + 5,2% = (2,5 + 5,2)% = 7,7%.

10
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Figura 1.81R? como espacio vectorial.

3. Es posible multiplica2,5(3%) = (2,5 - 3)% = 7,5%.

4. También es posible distribuir nimesk + 5% ) = 3%k + 15% = 18%.

Finalmente nuestro conjunio llega a ser un continuo de estrellas.

1
E = {.. = 2%, ~ 1k, 0k, Ik, sk, mk. ..}

FE es un espacio vectorial generado por el objeto estella

EspacioR" y representacion gréfica paran =2y 3
Uno de los espacios vectoriales mas usadi’esobre los realeR.
Sin = 2, entonces tenemos al planopsi= 3 tenemos al espacio.

Definicién 2 Un subconjuntd? C V es un subespacio vectorial, si es espacio vectorial por si

mismo.

Un subconjunto no vacioW C V es subespacio si:

11
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1. W no es vacio.
2. Siu,v € W, entonces, +v € W.
3. Siue W,yk € K, entoncegu € W.

a) R? es subespacio de®. Los elementos d&? se pueden ver com@, b, 0) € R3. Entonces
sear = (ai,as,0),y = (b1,b2,0) € R? entoncess +y = (a1 + by, az + be,0) € Ry
rz = r(a,az,0) = (ra,rb1,0) € R3.

b) W = 0 es un subespacio vectorial de cualquier espacio vectorial.

¢) Siun subconjunt®V no contiene al cero, entoncls no es subespacio vectorial.

d) W = (a,b) tal quea, b > 0, es espacio vectorial d&*?. Este conjunto no es espacio vectorial
ya que sir = —1, entoncesz ¢ W.

e) SealW = {(a,b,1) € R3}, entoncesV no es subespacio vectorial Be.

f) Sea el sistema de ecuaciones lineales homogénee- 0, entoncedV = {z|Ax = 0},
entoncedV es subespacio vectorial &' dondeA es una matrizn x n.

g) Para el sistema no-homogénéo = b, el conjunto solucidn no es un subespacio vectorial.

Ejercicios

1. Listar todos los subespaciosHeé.

2. Cuales de los siguientes conjuntos son subespaciis.de

) (a,0,2).
b) (a,b,c), dondec = a + b.
) (a,b,c), dondec > 0.
d) (a,b,c), dondea = ¢ = 0.
e) (a,b,c), dondea = —c.

f) (a,b,c), dondeb = 2a + 1.
3. Cuales de los siguientes conjuntos son subespacig$.de

) (a,b,c¢,d) dondea — b = 2.

b) (a,b,c,d) dondec =a + 2b,y d = a — 3b.
) (a,b,c,d) dondea =0,y b= —d.
d) (a,b,c,d)dondea =b=0.
€) (a,b,c,d)dondea =1,b=0yc+d=1.
f) (a,b,c,d) dondea > 0,b < 0.
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1.5. Combinacion lineal y espacio generado

Definicién 3 Seal/ un espacio vectorial sobr&’, y seanvy, vs, ..., v, € V, entonces una comki-
nacion lineal de estos vectores con los escalases.., a,, €S:aivi + asvs + - - - + ayv, € V.

Ejemplos:
1. Una combinacion lineal del vectt, 2) es2(1,2) = (2,4), 6 —3(1,2) = (-3, —6).

2. Una combinacion lineal de los vector@s2), (3, —1) es una combinacion de suma de multiplos
de estos vectores. Por ejemgld, 2) + 5(3,—1), 6 —3(1,2) + 4(3, —1).

3. Una combinacion lineal de los vectorfgs1, —1), (2,1,4) es por ejempl&(1,1, —1) — 3(2,1,4).
4. Una combinacion lineal de las matricésB es4A + 5B.

5. Una combinacion lineal de los simbolks#, > esbd + 4 — 3<.

Nota 2 La idea principal de las combinaciones lineales es la pdisi®d de construir espacios
vectoriales a partir de elementos basicos. Lo que nos lldeadafinicion de espacio generado.

Definicién 4 SeaS un subconjunto no vacio de vectores en un espacio vectgrigntonces el
subespacio vectorial de todas las combinaciones lineae®dtores dé, es el subespacio vectorial
generado porS.

Seaa € R?, entonces el subespacio generadog@s la linea recta que pasa [zor
Searu, b € R? dos vectores diferentes, no cero y no mltiplos. Entondes generan &2.

Dos vectores 0 mas (uno mdltiplo del otro), generan unenmifnea recta.

A w0 dp o

Tres vectores eR? no multiplos a pares generan a todo el espacio, un vect®>ayenera una
linea, dos vectores no multiplos generan un plano que pas pagen.
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Ejercicios

. Listar todos los subespaciosi&, y unos generadores.

. Dar un vector que genere la linea regta 3.

1
2
3. Dar dos vectores €R? que generen una misma linea recta.
4. Dar dos vectores que generen el plane z + y enR3.

5

. Dar dos vectores que generen el plamo- 3y + 4z = 0 enR3.
1.5.1. Independencia lineal

Definicibn 5 SeaV’ un espacio vectorial, entonces se dice los los vectores,, ..., v,, € V, son
linealmente dependientes soliesi existen escalares;, as, ...,a, € K no todos cero, tal que:
a1v1 + asvs + - - - apv, = 0 En caso contrario, los vectores se dicen linealmente indejgates.

Ejemplos:

Sean los vectores; = (1,0,1),v5 = (0,1,1),v3 = (1,1,1) enR3, y escalares;, y, z entonces
xv1 + yvg + zvz = 0, implica que:

x + z =0
y + z = 0
x + y + 2z =0

Como el sistema tiene una Unica solucion (mostrarlo), ee®ita Unica solucién es=y = z = 0,
entonces los vectores, vs, v3 sonl.i.
Todo conjunto que incluya al vectores!.d.

Ejercicios:
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1. cuales de los siguientes vectores generfh.a

a) (1a2)7(*131)'
b) (0,0),(1,1),(-2,-2).
©) (1,3),(2,-3),(0,2)
d) (2,4),(-1,2)
2. Cuales de los siguientes vectores gener@ih.a
a) (1, 1,2),(0,1,1).
b) (1,2,-1),(6,3 O) (4,-1,2),(2,-5,4)
c) (2,2,3),( ,1),(0,1,0).
d) (1,0 O),(O,l,O) (O 0,1),(1,1,1).

3. Cuales de los siguientes vectores geneiih. a
a) (1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(1,1,1,0).
b) (1,2,1,0),(1,1,—1,0),(0,0,0,1)
C) (1717070)7(1a27_171)’(0707171) (2’15271)

4. Cuales de los siguientes conjuntos de vectores sonriiieedd dependientes, en este caso expresar
uno de los vectores en combinacién lineal de los otros.

a) (1,2,-1),(3,2,5).
b) (4 2 1)7(2v6 _5>7 )
c) (1,1,0),(0,2,3),(1,2 ) (3 6,6).
d) (1,2,3),(1,1,1),(1,0,1).
5. Para que valores de son los vectores—1,0, —1),(2,1,2), (1,1, c) enR3 linealmente dependi-
entes.

6. Demostrar que eR?, los vectores,j,k sonl.i. y generan &3.

7. Mostrar que el espacii generado por los vectorés, 2, —1,3),(2,4,1,-2),(3,6,3,-7) y el
espaciol” generado por los vectorés, 2, —4,11), (2,4, —5, 14), son el mismo.

8. Seal el espacio vectorial de todas las matries 2, sobre los reales. Mostrar qiig no es un
subespacio d& donde:

a) W son las matrices con determinante cero.
b) W son las matrices tales qu& = A.

9. Paraque valor deel vector(1, —2, k) € R3, serd una combinacion lineal de los vectq&$, —2), (2, —1, —5).
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10. Escriba la matri = 1 ),como combinacion lineal de las matrices= ( 1 (1) )

o= (1 0)e-(5 2)

11. Escriba la matri& = E = ) como combinacioén lineal de las matri-

1 -2
(11 (11 (1 -1
cesa=( o 1 )m=(_1 g )e=(y )

1.5.2. Basesy dimension

Definicién 6 Un espacio vectorial/, tiene dimensiom si existen vectores linealmente independi-
entesey, es, ...,e, € V, tales que generan &, de donde al conjuntde, es, ..., e, } se le llama
una base dé’.

Teorema 1 SeaV un espacio vectorial de dimension finita entonces toda base dé tiene el
mismo numero de elementos.

Ejemplos:

1. SeaK un campo, entonces el espacio vectol&l sobrek’, tiene como base a los vectores:

er = (1,0,0,0,...,0,0)
es = (0,1,0,0,...,0,0)
es = (0,0,1,0,...,0,0)
eni = (0,0,0,0,...,1,0)
en = (0,1,0,0,...,0,1)

2. Seal, el espacio vectorial de todas las matri@es 3, sobre un campd<. Entonces las ma-
trices: 1 0 0 0 1 O 0 0 1 0 0 O 0 0 O
“\o0o 0 o0 J)\o 0o 0o /0 O O /))\U1 0 0 )7\ 0 1 0 )

0 0 0
(O 0 1 ).Formanunabasepata
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3. SealV el espacio vectorial de todos los polinomi&gr], de grado< n. Entonces el conjunto
{1, 2,22, 23, ..., 2"} forman una base pai&.

Teorema 2 SealW’ un subespacio de un espacio vectofiale dimensiém, entoncesglim(W) <
n. Sidim(W) = n, entonces$V = V.

Ejemplo: SiV = R?, y W un subespacio d&? entonces:

1. Sidim(W) =0, W = {0}.

3. Sidim(W) =2, W es un plano que pasa por el origen.

(
2. Sidim(W) =1, W es una recta que pasa por el origen.
(
4. Sidim(W) =3, W = R3,

)
)
)
)

Suma directa: sedi, W dos subespacios del espacio vectdriala suma directad€ y W U W =
{u+wlu e Uwe W}

U @ W es un subespacio dé, V' se dice que es la suma directa de los subespétids si y sélo si
V=UeW,yUnW = {0}.

SeanU, W dos subespacios de dimension finita de un espacio vectoriehtonced/ @ W tiene
dimension finita y
dim(U @ W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
Ejemplo
SeaU el planoxy, y W el planoyz. U = {(a,b,0)}, W = {(0,b,c)}. ComoR?® = U & W,
dim(U @ W) = 3. Tambiéndim(U) = dim(W) = 2, Por lo tanta3 = 2 + 2 — dim(U N W), es decir
dim(UNW)=1,o0seaqué&/ N W = {0,b,0} es el ejey de dimension 1.

Ejercicios:

1. Determinar si los siguientes vectores forman una baseRFar

a (1,1),(3,1).
b) (0,1),(0,-3).
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c) (2,1),(1,-1)
d) (2,1),(—3,87)
e (1,3),(1,-1).
f) (1,3),(—2,6).

2. Determinar si los siguientes vectores forman una baseRyar

a) (1,1,1),(1,-1,5).
b) (1,2,3),(1,0,—1),(3,-1,0),(2,1,-2).
c) (1,1,1),(1,2,3), (2, -1, 1)

d) (1,1,2),(1,2,5), (5,3, 4).

e (3,2,2),(—-1,2,1),(0,1,0).

3. Determinar si los siguientes vectores forman una baseRfar

a) (1,1,1,1),(0,0,0,1),(0,1,1,0),(0,0,1,1).
b) (0’07171)7( 1717172) (1’17070) (2’ 1’27 1)

4. Demuestre que las siguientes matrices son base paratiacend/s,, ( é (1) ) (

(o 9)(V 1)

5. Determine una base pdra que incluya a los vectores, 0, 1,0), (0,1, —1,0).

0 O
1 1

18
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Definicion 7 SeaA una matrizm x n, la nulidad o el kernel ded es la dimension del espacio

solucién del sistema homogénda = 0

Ejercicios:
2
1. Encuentre la dimensiony una base para el espacio soldeibn = 0, dondeA = —4
-8
1
2. Encuentre ladimensiény una base para el espacio soldeidn = 0, donded = -2
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3. Encuentre la dimensién y una base para el espacio soldel&@istema:

+ x4 0
+IL‘4:O

e + 2 + I3
21‘1 + X2 — I3

4. Encuentre la dimension y una base para el espacio soldel&istema:

204 + x5 =
+ 21‘5 =

ry — X2 + x3 —
31 — 3xz9 — 213

5. Encuentre la dimensidn y una base para el espacio soldei&@istema:

r1 + 2z — rz3 + 3r4 = 0
261 + 2x9 + x3 + 2x4 = 0
T + 3I3 + 31‘4 = 0

o

6. Encuentre la dimension y una base para los siguientesiesalucion:

a)
Z1
-
T
31‘1
b)
Z1
€1
21’1

0)

Mo

2.1‘1
gl

T2
2%2
T2
4.1‘2

21‘2
2£E2
4%2

2!,1;‘2
2.%‘2
6372
41‘1

TR

+++

2I3
3!173
3,@3

T3

T3
21‘3
31’3

€3

2183
2.1’3
2$3

++ 4+

|+ + +

31’4
41’4
51‘4
2$4

2$4
Ty
3364
Ty

T4
2334
3],‘4
3174

I e

+

415
5(E5
63?5
3.’11‘5

T5
2I5
31’5

x5

Ts5
x5

OO OO

o O o o

OO OO

19
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Ahora tenemos las siguientes equivalencias:

1

2
3
4
5
6
7

El determinante dél es diferente de cero.

. A es no singular.

. Existe la matriz inversa —!.

. La matriz es equivalente por OE a la matriz Identidad.

. El sistema homogénetx = 0 tiene como Unica solucion a la trivial.
. El sistemadx = b, tiene una Unica solucién.

. Baja la transformacion linealx, la imagen inversa de cualquier vectmren no vacia )

consiste de un solo elemento. Es detir es sobre.

. Bajo latransformacion lineadx la imagen inversa del cero, es no vacia, y consiste Gnicar

dex = 0.

. Atiene rangon.
. A tiene nulidad Odim(kernel) = 0.

. Las filas (columnas) dd forman un conjunto linealmente independientendeectores er

R".
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1.5.3. Cambio de base

(1,

(

Definicion 8 Sea{e, e, ..., e, } una base del espacio vectori®d, y {f1, f2, ..., fn} Otra base.

Supongamos que:

h
fo
fs

fn

ajiéy + aigéz + aigzes + - + aipey
az1€1 + agees + aszes + - - - + agnén

asie1 + aszes + asses + - - - + agnén

ap1€1 + ap2é2 + an3€3 + -+ anppen

Entonces la matriz transpuestade los coeficientes se llama matriz de cambio de base:

a11 a21 Gn1
a12 @G22 Apn2
A1n a2n Tt Ann

Cambia de la base viejge; } a la base nuevd f;}. Como los vectore$f;} son linealmente inde-
pendientes, entonces existe la matriz inversa, que es la matriz de cambio de base{de} a la

base nuevde; }.

Por ejemplo si{e;} = {(1,0), (0, 1)}y {f:} = {(1,1),(—1,0)} son bases d&?, entonceg1,1) =
0) + (0,1),y (—-1,0) = —(1,0) + 0(0,1). Por lo tanto la matriz de cambio de base{dg a{f;} es
1
1

7(1) ) Y la matriz invers

-1 1

0 1 ) es la matriz de cambio de base{dg} a{e;}.

Ejercicios, encontrar la matriz de cambio de bases para los casos:

1. {ei} = {(170)’ (Oa 1)}1 {fl} = {(1’2)7 (273>}'
2. {ei} = {(172)’ (253)}' {fz} = {(1’3)’ (174>}'
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1.6. Producto interno

Definicion 9 SeaVl’ un espacio vectorial sobre un campd (R, C). Una funcién(u, v) — k € K.
Se llama producto interno si cumple las siguientes propieda

1. (au; + bug,v) = afug,v) + b{ug,v).

2. (u,v) = (v,u), (en caso de qu& = C.)

3. (u,u) >0,y (u,u) = 0siy solo siu = 0.

Definicion 10 SealV = R™ un espacio vectorial, yi, v € R™ definimos el producto interno usual
como(u,v) = u e v = a1by + asbs + - - - anby,.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

lueo| <[[ulllfv]-

1.6.1. Ortogonalidad

Definicién 11 SeaV = R™ un espacio vectorial, y,,v € R™, se dice que los vectoresv son
ortogonales st e v = 0.

1.6.2. Normay sus propiedades

Definicién 12 SeaV = R™ un espacio vectorial, ¥ € R™ definimos la norma de como:

| wl]=+Vuewv.

Definicion 13 Seal’ = R” un espacio vectorial, ¥ € R™, si|| « ||= 1, se dice que: es unitario
0 normalizado.

Definicion 14 SeaV = R™ un espacio vectorial, y,v € R, definimos la distancia entre y v

como
d(u,v) =[|lv—ul| .
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1.6.3. Bases ortogonales y ortonormales

Definicion 15 Un conjunto de vectoregu; } C V es ortogonal si todos los pares de vectores difer-
entes son ortogonales.

Teorema 3 Un conjunto de vectoregu; } C V ortogonal no nulos, es linealmente independiente.

Definicion 16 Un conjunto de vectoregu;} C V se dice ortonormal si
Ui ® Uj = 6ij-

Donded;; es la delta de Kronecker.

Teorema 4 Un conjunto de vectoregu; } C V ortonormal no nulos, es linealmente independiente.

1.6.4. Proyecciones

Definicién 17 La proyeccion de un vectaren la “direccion”de otro vectop, es:

uew
Proy,u = (W)v

Teorema 5 (Proceso de Gram-Schmidt)SealV un subespacio no nulo d&™ con baseS =
{u1,us, ..., un }, €ntonces existe una base ortonorfak {w;, ws, ..., w,, } paraWw.

Proceso de Gram-Schmidtsuponemos que tenemos una base dada{u;, us, ..., u, }, y queremos
calcular una base ortonorniBl= {w;, wa, ..., wy, }.

1. Hacerv; = uq.

2. Calcular los vectores,, vs, .., v,,, por la formula:

Ui -V
vi =i — (—— )1 — ( [
vy U Vg - V2 Vi—1 - Vio1

U; * V2
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U;
[lvil |

4. Entonces la base ortonormalBs= {w;, ws, ..., Wy, }-

3. Hacerw; =

Ejercicios:

1. Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son oo
a) {(L 717 2)7 (Oa 2a 71)7 (713 17 1)}
b) {(1’ 25 _17 1)7 (O’ _17 _2a O)a (17 07 O, _1)}'
c) {(0,1,0,-1),(1,0,1,1),(-1,1,-1,2)}.
2. Para que valores deson ortogonales los vectores:
a u=(1,1,-2),v =(a,—1,2).
3. Para que valores deb son ortonormales los vectores:

1 1
77017 , 0= (a, —F=,
AT e
4. Calcular una base ortonormal para los siguientes casos:

@{m >2QU}
0 {(1, 1 0 1),(2,0,0,4),(0,0,1,0)}.
d) {(L la -1 0)7 (Oa 25 07 1)7 (—la 07 07 1)}

a) u= —b).

1.6.5. Complementos Ortogonales

Definicion 18 Seal’ un subespacio dB™, un vectoru es ortogonal dV si es ortogonal a cada
vector del¥. El conjunto de vectores d&* que son ortogonales a todos los vectore$idse llama
complemento ortogonal dé&” y se denota comb/ .

Teorema 6 SealV’ un subespacio d&", entoncesV + es subespacio d&” y W n W+ = {0}.

Teorema 7 Seall/ un subespacio dR™, entonces

—Wewt
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Teorema 8 Seall/ un subespacio dB™, entonces

(Wt =w.

Teorema 9 SeaA una matrizm x n, entonces:
1. El espacio nulo del es complemento ortogonal del espacio fila4le

2. Eles espacio nulo dé¢”', es el complemento ortogonal del espacio columna de

25



