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Geometria

1.1. Introduccion

El plano o R? y el espacio o sea R3 son los ejemplos més simples de espacios vectoriales. En este
documento recordaremos algunas propiedades de la geometria del plano y del espacio usando sus carac-
teristicas de espacio vectorial.



El plano

2.1. Suma de vectores

La suma de vectores en el plano se representa con la ley del paralelogramo, la
sumade a = (z1,y1) y b = (22, y2), entonces

a+b=(r1,y1)+ (x2,92) = (¥1 + 72,51 + ¥2).




2.2. SUMA DE VECTORES

2.2. Suma de vectores
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La suma de vectores en el plano de varios vectores, se representa por la suce-
sion de los vectores, donde el resultado es el vector tomando como su inicio el
mismo inicio del primer vector y como final se toma el final del dltimo vector,
como se muestra en la figura.

a+b+c+d+e=R




2.3. RESTA DE VECTORES

2.3. Resta de vectores

La resta de vectores en el plano se representa como lo muestra la figura, la resta
dea = (z1,y1) yb = (22, y2), entonces

a—b=(21,y1) — (v2,92) = (v1 — 2,51 — ¥2)-




2.4. ANGULO ENTRE VECTORES

24. Angulo entre vectores

El 4ngulo entre vectores puede deducirse de la férmula del producto interno, es
decir: a - b = |a||b| cos 6, de donde

0 = arccos (ab)
|a|[b|




2.5. DESIGUALDAD DE CAUCHY

2.5. Desigualdad de Cauchy

A

Para cualesquiera dos vectores a, b, entonces |a - b| < |a]|b].
Demostracién:

b-a
Suponemos que a # 0,y A = Ta entonces:

0 < |b—2Xaj?=(b—Xa)-(b—)\a)
= b-b—2X(a-b)+ )\%(a-a)
— b-b—Aa-b)
— |b|2_(a'b)2
|af?

La desigualdad se sigue multiplicando por |a|? y tomando raiz cuadrada.




2.6. LEY DE LOS COSENOS

2.6. Ley de los cosenos

VO

Si a, b, c son las longitudes de los lados de un tridngulo y 6 es el angulo opuesto
al lado de lingitud a, entonces

a? = b2 4 ¢ — 2bccos .

Demostracion:

a> = |BCJ?

|BA + AC|?

(BA+AC) - (BA + AC)

= AC-AC+BA -BA +2(AC-BA)
AC-AC + BA -BA — 2(AC - AB)
|AC|? + |BA|? — 2|AC||AB| cos ¢
= b®+ % —2bccosh




2.7. ANGULO INSCRITO

2.7. Angulo inscrito
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Probar que el dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto.
Demostracion:

AB-BC (AO + OB) - (BO + OC)
— (OC+OB) - (—OB + 0OC)
— 0C-0C - OB OB)

|0C|* — |OB?
0.




2.8. DIAGONALES DE UN PARALELOGRAMO

2.8. Diagonales de un paralelogramo
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Probar que las diagnales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

Demostracion:
Como BD+a = b
BD = b-a,
entonces BO = z(b—a).
Como AC = a+b,
entonces AO = y(a+b).
También AB = AO+ OB
= AO - BO.
Por lo tanto a = yla+b)—xz(b—a)
= (r+4+ya+(y—x)b.
Finalmente z+y = 1
y—x = 0.
De donde se sigue x = 1/2.

y = 1/2.




2.9. POLIGONO INSCRITO

2.9. Poligono inscrito

cuadrildtero es un paralelogramo.
Demostracién:

Como PQ

Ademds a+b+c+d

Por tanto PQ

Probar que el poligono que resulta al unir los puntos medios de los lados de un

1/2(a+b)
~1/2(c +d)
SR.

1/2(b +¢)
—1/2(d + a)
PS.




Geometria del espacio

3.1. Ecuacion de una linea

Ecuacion de la linea que pasaporay b.

r—a
r
r

t(b—a)
a+t(b—a)
(I-t)a+tb




3.2. ECUACION DE UN PLANO 13

3.2. Ecuacion de un plano

La ecuacién de un plano que pasa por los puntos Py, P>, P3. Comoa = P —Ps,
b = P; — P,, entonces la ecuacién es:

(axb)-Q = 0




