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PageRank

1.1. Introduccién

En esta ocasion nos dedicamos a estudiar el problema deRRakjg que es un algoritmo que lista las
paginas web en orden de importancia. Obviamente puedetr eXiisrentes criterios para dar una medida
de importancia a una pagina web, sin embargo aqui explicerehtgue se usa en el algoritmo usado por
Google.

1.2. Matriz de conectividad

Un ejemplo

Para comenzar nuestro estudio pensemos en un baby-Ingeieebnsiste solo de tres paginas web y
gue estan conectadas como muestra la figura, es decir, egiteafdaexisten una liga para que se acceda
a la pagina 2, de manera similar en la pagina 2 existe unadigagoder acceder a la pagina 1. Ocurre lo
mismo para las paginas 2 y 3. Para las paginas 1y 3, solo existeton en 3 para ir a 1.

Siz; es el nimero de ligas que hacen referencia a la pagel ejemplo anterior tenemos que:

X1 = 2
X9 =
I3 = 1

Entonces, de acuerdo a qué paginas tienen una liga de laapagin
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I = To + I3
T2 = 1+ 3
I3 = 1)

Si afladimos la informacién de la proporcion de ligas questada pagina, queda como:

xry = CL‘2/2 + x3/2
To = I + .7;3/2
I3 = x2/2

Escrita en forma matricial:

0 1/2 1/2 X1 X1
1 0 1/2 ) = T2
0 1/2 0 T3 T3

Matriz de conectividad: es una matriz’;; dondec;; = 0 si no existe una liga de la pagiria la pagina
1Yy cij = Z dondek es el nimero total de ligas que salen de la pagisiampre y cuando exista una liga a
la pagina:.

Para nuestro caso tenemos una matriz de conectigidasl.

0 1/2 1/2
M= 1 0 1/2
0 1/2 0

Calculo del PageRank

Para la pagina Meamos que ocurre con el pagerank de la pagina 1,

De la pagina 2Recibel /2 del pagerank de la 2, debido a que la pagina 2 tiene 2 salidas.
De la pagina 3Recibe también /2 de la pagina 3 ya que tiene dos salidas.

Por lo tanto la pagina 1 tiene un pagerank(dg2)(1/3) de 3 y(1/2)(1/3) de 2, después de la
primera transicion, es decir un total @e/2)(1/3) + (1/2)(1/3) = 1/3.

Para la pagina 2/eamos que ocurre con el pagerank de la pagina 2,

De la pagina 1Recibe 1 de esta pagina, debido a que esta pagina solo tiarsaliche.
De la pagina 3Recibe 1/2 de esta pagina, debido a que esta pagina tiendassal

Por lo tanto la pagina 2 tiene un pagerank t2)(1/3) de 1 y(1)(1/3) de 3, después de la primera
transicion. Es decir un total de)(1/3) + (1/2)(1/3) = 1/2.

Para la pagina 3/eamos que ocurre con el pagerank de la pagina 3,

De la pagina 1No recibe nada de esta pagina.
De la pagina 2Recibe(1/2), debido a que la pagina 2 tiene dos ligas de salida.

Por lo tanto la pagina 3 tiene un pagerank@g1/3) de 1 y(1/2)(1/3) de 3, después de la primera
transicion. Es decir un total dé/2)(1/3) = 1/6.

En resumen el nuevo vector Pagerank es:

1/3
PR = | 1/2
()
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Ahora cémo podemos medir la importancia de nuestras padtaaa iniciar el estudio supongamos que
las tres tienen la misma importancia definiendo al vectoeRagk inicial, que para nuestro caso es:

1/3
To = 1/3
1/3

De manera matricial tenemos que:

MIO = T

0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
1 0 1/2 1/3 | = 1/2 | =| 0,5000
( 0 1/2 0 ) ( 1/3 ) ( 1/6 ) ( 0,1666 )

Sin embargo no hay razén para pensarggisea mejor medida que . Entonces ampliamos el nimero
de transiciones, y veamos que sucede.

Mml = T2
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
1 0 1/2 1/2 | =| 5/12 | = 0,4166
0 1/2 0 1/6 1/4 0,2500
MZ‘Q = I3
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
10 1/2 5/12 | = 11/24 | =| 0,4583
0 1/2 0 1/4 5/24 0,2083
Mﬂ?g = T4
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
10 1/2 11/24 | = 7/16 | =] 04375
0 1/2 0 5/24 11/48 0,2291
MLZE4 =I5
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
10 1/2 7/16 | = 43/96 | = | 0,4479
0 1/2 0 11/48 7/32 0,2187
MSU5 = ¢
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
10 1/2 43/96 | = 85/192 | = | 04427
0 1/2 0 7/32 43/192 0,2239
MZ‘G = X7
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
1 0 1/2 85/192 | = [ 57/128 | = | 0,4453
0 1/2 0 43/192 85/384 0,2213

Mx7 = Ts
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0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
10 1/2 57/128 | = | 341/768 | = [ 0,4440
0 1/2 0 85,/384 57/256 0,2226

M(Eg = X9
0 1/2 1/2 1/3 1/3 0,3333
1 0 1/2 341/768 = 683/1536 = 0,4446
0 1/2 0 57/256 341/1536 0,2220

Lo anterior nos permite inferir que esta sucesion convergecior:

0,333
z=| 0,444
0,222
Ademas observamos que:
0 1/2 1/2 0,333 0,333
1 0 1/2 0,444 | = | 0,444
0 1/2 0 0,222 0,222

Es decirz es un vector propio de la matriz de conectividddasociado al valor propio 1.

Mz = 1)z

Otro ejemplo

= Puntuacion de la paging esz,.

= 1, = el nimero de ligadirigidasa la pagina:.

T = 2
T = 1
r3 = 3
T4 = 2
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= Sila paginaj contienen; ligas, una de las cuales va a la paginda puntuacion de la pagirfase
calcula porz; /n;.

ry = 1‘3/1 + 334/2
To = T1/3

X3 = .701/3 + I’Q/Z + 14/2
x4 = :1/3 + x2/2

En forma matricial queda como:

0 0 1 1/2 T T1
1/3 0 0 0 To o o
1/3 1/2 0 1/2 s | | a3
1/3 1/2 0 0 T4 4

Obtenemos la ecuacion matricidle = x, es decir, el vectar debera ser también el vector propio del
valor propio 1.
Si calculamos el vector PageRank de manera similar que, afiemnemos:

7 = (L/4)+(1/4)(1/2) = 0.375
zy = (1/3)(1/4) = 0.083
xs = (U3)(1/4) + (1/2)(1/4) + (1/2)(1/4) = 0.333
Ty = (L/3)(1/4) + (1/2) (1/14) = 0.2

SORPRESA!, no es el orden que se esperaba de PageRank,regjgee| orden fuera (3,1,4,2) o
(3,4,1,2).

Esto es debido a que la pagina 3 solo tiene un voto a la pagina 1.

Nodos Colgantes.
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Matriz de conectividad de una red con un nodo colgante.

0 0 0 1/2
1/3 0 0 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0

Esta matriz no tiene como valor propio el 1. Es llamada ungimsib estocastica.

1.3. Algo de definiciones

Ahora estamos en condiciones de formalizar algunos coosepiteriores.

Definicion 1 Una red Internet es una grafica dirigida, donde en cada node abmenos una direccion y
no existen direcciones que salen y entran al mismo nodo.

Definicion 2 Sea una red Internet com vértices y sed; el nimero de aristas que tienen como origen el
vértice P;. La matriz de conectividad de la red Internet es la matriz n A = (a;;), donde:

1 L. .
— siexiste una arista d&; a P;
Aij = Jj
0 en otro caso

Teorema 1 Si A es una matriz de conectividad de una red Internet, entonces:
1. a;; = 0.
2. Las entradas son no negativas, y de cada columna suman 1.
3. Elnimero\ = 1 es un valor propio dei.

Estas matrices reciben el nombre de matrices escotasticas.

Definicion 3 Si A es la matriz de conectividad de una red Internet, $éa= (z1, o, ..., 2,) un valor
propio deA asociado con el valor propia = 1,y seas = x1 + x2 + - - - 2,,. Sis # 0, entonces un simple
PageRank de la red Internet es el vectoy's) X .

Redes disconexas.
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Las redes disconexas suelen tener dos valores propios Ib, jamito, dos vectores propios diferentes.

1.4. Matriz de conectividad modificada

SeaS una matrizn x n con las entradas todagn. Definimos la matriz\/ = (1 — m)A + mS, donde
0 < m < 1. El valor reportado por Google es = 0,15
Ejemplo:

0 0 0 1/2
a—| 3 0 0 0
| 1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0
conn =4,ym = 0,15, obtenemos:
1/4 1/4 1/4 1/4
g = 1/4 1/4 1/4 1/4

1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4

0,0375  0,0375 0,8875 0,4625
0,320833 0,0375 0,0375 0,0375
0,320833 0,4625 0,0375 0,4625
0,320833 0,4625 0,0375 0,0375

Donde el vectoPageRankes: (0,6964, 0,2682, 0,5447, 0,3823)
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Ejemplo:

0100 0
10000
A=[0 0 0 1 3
0010 3
0000 O
i1 1 1 1
5 5 5 5 5
i 1 1 1 1
A S B
S=|: & £ =
O A A
5 5 5 5 5
i 1 1 1 1
5 5 5 5 5

0,03 0,88 0,03 003 0,03
0,88 0,03 0,03 003 0,03
X=1| 003 003 003 088 0455
0,03 0,03 0,88 0,03 0,455
0,03 0,03 0,03 003 0,03

PR = (0,405429, 0,405429, 0,577736, 0,577736, 0,0608143)

1.5. Ejercicios

Encontrar la matriz de conectividad y el vector PageRank de las sigsiieates Internet.
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