MathCon

S he Mathematics cSFirm

NUumeros Reales

MathCon(@© 2007-2009



Contenido

4 Propiedades de campo de [dgiherosReales . . . . . . . . ... . L.
/ Propiedades de orden de logmerosReales . . . . . . . .. ... ... ... ...
/ xponentes en losiheros Reales . . . . . . . . . . . . e
4.4, Valor Absoluto enlos imerosReales . . . . . . . . . . ... L 0.,




Introducci 6n

1.1. Propiedades Bsicas de los imeros naturales

Definicion: el conjunto de los iimeros naturales &= {1,2,3,4,5, ...}

Propiedades de emeros naturales:
1. Con los fimeros naturales podemos contar objetos.
2. Para todo imero naturah siempre existe su sucesor, es deci1.

3. Los mimeros enteros se pueden sumarn, gi € N, entonces se puede realizar la sumam
que tambin sea un rumero natural (los naturales son cerrados bajo la suma).
a) La suma de naturales es conmutativa.
b) La suma de naturales es asociativa.
4. Los rumeros naturales se pueden multiplicam,sn € N, entonces se puede realizar la v

tiplicacion n- m que tambén sea un rumero natural (los naturales son cerrados bajo la v
plicacion).

1.2. Propiedades hsicas de los imeros enteros

Definicion: el conjunto de los imeros enteros 6= {...,—2,—1,0,1,2,...}




1.2. PROPIEDADES BSICAS DE LOS NJMEROS ENTEROS

Propiedades de imeros enteros:

1. Los rumeros enteros se pueden sumar:

a) La suma de enteros es cerradan,sn € Z, entonces+ me Z.
b) La suma de enteros es conmutativen,sn € Z, entoncesi+ m= m+n.
c) La suma de enteros es asociativan,sn, p € Z, entoncesi+ (m+ p) = (n+m) + p.

d) Existe un neutro aditivo, llamado cero y escrito 0 tal que0 = 0+ n = n para todc
nez.

€) Paratodo imero enter@ existe su inverso aditive-a, tal quea+ (—a) = 0.
2. Los rumeros enteros se pueden multiplicar:

a) La multiplicacibn de enteros es cerradansin € Z, entonces- m e Z.
b) La multiplicacbn de enteros es conmutativansin € Z, entoncesi-m=m-n.
¢) La multiplicacibn de enteros es asociativansin, p € Z, entonces - (m- p) = (n-m) - p.

d) Existe un neutro multiplicativo, llamado uno y escrito liggaen-1 = 1-n = n para todc
nez.

Dentro de los fimero enteros ya existen muchas propiedades y operacioregoglemos realizar,
enseguida mencionaremos algunas.

1.2.1. Orden

Decimos que unimero enter@ es mayor & sia— b es positivo.

1.2.2. Divisibilidad

Sean dos numeros ente@$ entonces decimos quredivide aa si existe otro imero entere tal que
a=b-c. Tambén se dice qub es un factor de.

1. 2dividea6yaque&2-3.

2. 3divide a12yaque 12 3-4.

1.2.3. Nimeros primos

Un nimero entero positivp mayor a 1 se llama primo sbk es divisible por 1 y por si mismo.
1. 2 es elunico primo par.

2. Algunos rameros primos: 3, 5, 7, 11, 13, ...

Teorema fundamental de la aritmética: Todo Mimero entero positivo mayor a 1, se puede esc

de manerdinica como un producto de potencias dieneros primos.




1.3. PROPIEDADES BSICAS DE LOS NJMEROS RACIONALES

1.2.4. Algoritmo de Euclides

Dadoa cualquier entero ¥ un entero positivo entonces siempre exigienc Z tales quea = bq+r,
donde O<r < b.

1.3. Propiedades hsicas de los oimeros racionales

_ (2

Definicion: el conjunto de los inmeros racionales €3 = { b

|a,b € Z,b# 0}

Propiedades de fimeros racionales:
1. Los rumeros racionales se pueden sumar:

a) La suma de racionales es cerradan,sh € QQ, entonce®+me Q.

b) La suma de racionales es conmutatival, sn € Q, entonce®1+m= m+n.

¢) La suma de racionales es asociativan,sn, p € Q, entoncesi+ (m+ p) = (n+m) + p.
d) Existe un neutro aditivo, llamado cero y escrito 0 tal que0 = 0+ n = n para todc

neqQ.

€) Para todo imero racionah existe su inverso aditive-a, tal quea+ (—a) = 0.
2. Los rumeros racionales se pueden multiplicar:

a) La multiplicacbn de racionales es cerradangin € Q, entoncesi-me Q.

b) La multiplicacbn de racionales es conmutativangin € QQ, entonce$1- m= m-n.

¢) La multiplicacbn de racionales es asociativansin, p € Q, entoncesi- (m- p) = (n-
m) - p.

d) Existe un neutro multiplicativo, llamado uno y escrito liggaen-1 = 1-n = n para todc
ne Q.

€) Paratodo iimero racionah # 0 existe su inverso multiplicativa 2, tal quea-a—* = 1.

Para simplificar mencionar las propiedades anterioresmecque(Q, +) forman un grupo abeliano,
y (Q*,-) forman tambgn un grupo abeliano, dond¥ son los fimeros racionales sin el cero.

Propiedades distributiva: Seana, b, c € Q entonces

a(b+c) =ab+ac

-) forman un grupo abeliano, y se cumple la propiedad distvidute la sumé

Como(Q,+) y
respecto al producto en losimeros racionales, entonces decimos @et-, -) es un ‘Campo’.




1.4. NUMERABILIDAD

1.3.1. Representacin de los mimeros racionales

. . - a , . .
Todo riumero racional se puede escribir de la formma&onb £ 0. Todo mumero racional tiene una
representadin decimal, donde la parte fraccionaria es finita oquéca.

No es difcil obtener la representagi decimal de uniémero racional efectuando la divasi. El pro-
ceso inverso tampoco esidif. He aqu algunos ejemplos:

. 1 1 1 1
Si p=0,332222.., entoncep = %+ i 2(1+ f)+ 12T 1P +--4)

Pero 1+ % + % + % +--- es una serie geagirica tal que:
1+i+i+i+:i
10 10 108 1_i
10
Por lo tanto:
33 1 10
D—TOO‘FW'Z(g)

1.4. Numerabilidad
Decimos que un conjunto es numerable si tiene los mismoseel®s que meros naturales.

1. Los mumeros enteros son numerables.

2. Los rimeros racionales son numerables.




Demostraciones

2.1. Calculo proposicional

En esta secon daremos algunas definicionessizas con el objeto de hacer algunas demostraciones
matenaticas simples.

Definiciobn 1 Unaproposicones una afirmadin que esta escrita en un lenguaje (efsplry siempre
podemos decir si es falsa o verdadera sin ninguna airdzigd.

Ejemplos de proposiciones:
. Todo rumero es par.

. Todo rumero no es primo.

1
2
3. Todo rumero real tiene inverso aditivo.
4

. El cuadrado de unimero par es par.

. . . 1
5. Laecua®ny = 2x+ 1 tiene como rez ax = >

6. El cuadrado de unimero par es par.

. Existe uninico rimero primo par.

Definicion 2 Una proposicbn que siempre es falsa se llama contradicci




2.2. CONECTIVOS I0GICOS

Definicion 3 Una proposiobn que siempre es verdadera se llama taut@og

2.2. Conectivosbgicos

Definicion 4 Los conectivos@gicos son operadores, unarios y binarios que conectan udas
proposiciones para formas otra proposioi

Conectivos bgicos:
. Negaodn: sip es verdadero entonces es falso, y sp es falso entoncesp es verdadero.
. Disjuncbn: la disjuncdn pV g es falsa 8lo si las dos componentes son falsas.
. Conjuncén: la conjunaddn pA q es verdaderatdo si las dos componentes son verdaderas

. Implicacbn: la implicacon p=- q es falsa élo si el antecedente es verdadero y el consect
es falso.

. Equivalencia: la equivalencias g es verdadera si las dos componentes tiene el mismo !

2.3. Teorema

Entonces para cualquier combinatientre proposiciones podemos calcular su valor de verdad.

Ejemplos:

1. SipesF ygesV, entoncep=-qesV.

Definicion 5 Un teorema mateatico es una sucesi finita de proposiciones, donde las prime
se llaman hiptesis y lalltima se llama concluéi.

Definicion 6 Todo teorema tiene asociada una condicional, donde el aditte es la conjunin
de las hifbtesis y el consecuente es la condusi




2.4. METODOS DE DEMOSTRAGDN

Definicion 7 Demostrar un teorema en matatitas significa suponer verdadero el antecedent

la condicional asociada al teorema y por medio de pasigcdos verificar que la conclusin es
tambén verdadera.

Un teorema es una afirméci muy importante dentro de una tegun lema es una afirmaci que pre-
cede a un teorema, una propo8ities una afirmath menos importante, un corolario es una afirraci
gue sigue a un teorema como un caso particular e importanteodie la tedia.

2.4. Metodos de demostra@n

2.4.1. Parala correcobn de teoremas
M étodo directo
En el nétodo directo, se supone que el antecedente, del condiemoaado al teorema, es verdadero,
y por medio de equivalenciasdicas se llega a verificar que la concrses verdadera.
M étodo por reduccibn al absurdo

En el método por reducéin al absurdo, se supone que el antecedente, del condieisoeibdo del
teorema es verdadero, y el consecuente es falso, por meeguialenciasdgicas se llega a una con-
tradiccibn. Por lo tanto, como en mataticas las afirmaciones solo pueden ser o falsas o verddtiras
del tercero excluido), el consecuente (cond@duayinecesariamente debe ser verdadera.

2.4.2. Paralaincorreccon de teoremas
M étodo del contraejemplo

El método del contraejemplo sirve para mostrar que el conditesociado a nuestro teorema es falso.
Este consiste en dar un ejemplo donde el antecedente seaesyd el consecuente sea falso.




Ejemplos de demostraciones

3.1. Metodo directo

1. Teorema:si un rimeron es par, entonce® es par.
(usemos einétodo directd
Demostracbn:
Paso 1 Suponemos qaes rumero par (V).
Paso 2 Entoncesse puede escribir como= 2k (V).
Paso 3 Elevando al cuadradd= (2k)?, por lo tanton® = 2(2k?)(V).
Paso 4 De 3p? es par (V).

2. Teorema: si un rimeron es impar, entonce¥ es impar.
(usemos einétodo directd
Demostracbn:

Paso 1 Suponemos qaes rumero impar (V).

Paso 2 Entoncesse puede escribir como= 2k+ 1 (V).
Paso 3 Elevando al cuadradd= (2k+ 1)?, por lo tanton? = (4k? + 4k + 1) = 2(2k? + 2k) + 1(V).
Paso 4 De 3p? es impar (V).

3. Teorema: la suma de dosimmeros pares es par.
(usemos einétodo directd
Demostracibn:
Paso 1 Suponemos gaes rumero par \b es par (V).
Paso 2 Entonces=2kyb=2l (V).
Paso 3 Sumanda+ b= 2k+ 2l = 2(k+1) (V).
Paso 4 De 3a+bes par (V).



3.2. METODO INDIRECTO

4. Teorema: Sialby b|c, entonces|c.
(usemos einétodo directd
Demostracbn:
Paso 1 Suponemos qafy b|c (V).
Paso 2 Entoncdas=aky c=hbn (V).
Paso 3 Sustituyendo= bn= (ak)n = a(kn) (V).
Paso 4 De 3a/c (V).

5. Teorema: Si A C B, entonceANB =A.
(usemos einétodo directd
Demostracbn:
Paso 1 Suponemos qéec B (V).
Paso 2 Entonces todo elemente A, est tambén enB. (V).
Paso 3 Queremos mostrar que B = A. Pero se sabe quenNB C A es (V) siempre.
Paso 4 Basta mostrar gde- ANB (V).

Paso 5 Mostrando 4, damos un elemexten A, y por 2, entonces € B, por lo tantox inANB.
Mostrando 4.

Paso 6 El paso 2, 6 muestra gueB = A.

3.2. Metodo indirecto

1. Teorema: Si a es par, entonceses par.

(usemos einétodo indirect®

Demostracbn:
Paso 1 Suponemos gaes impar (V).
Paso 2 Entonces= 2k+ 1y a® = 4k® 4 4k + 1 = 2(2k? 4 2k) + 1 (V).
Paso 3 De 2 se deduce gafees impar, contradiciendo la fitesis (V).
Paso 4 Por lo tanta necesariamente debe ser par (V).

2. Teorema: Hay una cantidad infinita delimeros primos.
(usemos einétodo indirect®
Demostracbn:
Paso 1 supongamos que hay una cantidad finita de pfmo$2,3,5,..., p} (V).
Paso 2 Consigresen=2-3-5---- p+ 1 el producto de todos los elementosRimas 1 (V).
Paso 3n no es divisible por cualquier primo dya quen = pik+ 1 para todqp; € P.

Paso 4 Pero haamos supuesto qu contiene a todos los primos, entonces hay una contradicci
ya que encontramas¢ Py primo.

Paso 5 Esto quiere decir que la supdsialel Paso 1 es falsa, por lo tanto hay amero infinito de
primos.



3.3. METODO DEL CONTRAEJEMPLO

3. Teorema: v/2 es irracional.
(usemos einétodo indirect®
Demostracbn:

Paso 1 Suponemag2 es racional (V).
Paso 2 Entonceg2 = g paraalgina,be Zyb+#0 (V).
Paso 3 Aderaas podemos supones que los factores comunestdean sido reducidos emfracab
V).
2
Paso 4 Ahora elevamos al cuadrade 25, es decia? = 2b? (V).

Paso 5 Lo anterior significa q@é es par, por lo tanto (ejercicio &)es par (V).
Paso 6 O sea= 2k (V).
Paso 7 Ahora(2k)? = 2b?, implica que ®° = b?, de la misma forma, obtenemos dues parp = 2|

(V).

2k .
Paso 8 Entonceg?2 = o contradiciendo 3.

Paso 9 Por lo tanto necesariameqf no es racional, es decir es irracional.

3.3. Meétodo del contraejemplo

1. Teorema: Todos los @meros primos son impares.
(usemos einétodo del contra ejempjo
Demostracbn:

Paso 1 2 es pary primo.
Paso 2 Entonces No todos los primos son impares.

2. Teorema: El producto de dosimeros irracionales es ufimero irracional.
(usemos einétodo del contra ejempjo
Demostracbn:
Paso 1 Sea=+/2yb= /2, dos mimeros irracionales.
Paso 2a® = 2 que no es irracional.
Paso 3 Entonces no es cierto que el producto de dos irraemealsiempre urimero irracional.

3. Teorema: El producto de dosimmeros irracionales es ufimero racional.
(usemos einétodo indirect®
Demostracibn:
Paso 1 Sea=+/2yb= /3, dos mimeros irracionales.
Paso 2a-b= /6, que es irracional.



3.3. METODO DEL CONTRAEJEMPLO

Paso 3 Entonces no es cierto que el producto de dos irraemeslsiempre uriimero racional.




NUmeros Reales

4.1. Propiedades de campo de lositheros Reales

Propiedades de grupo abeliano de IoR con la suma(R, +).
. Paratodo realeg b, entoncesa+b € R, (cerradura).

. Pata todo reales b, entoncesi+ b = b+ a, (conmutatividad).

1
2
3. Paratodo reales b, c, tenemos qua+ (b+c) = (a+ b) + ¢, (asociatividad).
4

. Existe un elemento @ R, llamado cero, tal qua+0=0+a=a, \/a € R, (existencia de
neutro aditivo).

. Paratod@ € R, existe un real llamado inverso aditived), tal quea+ (—a) = 0, (existencie
del inverso aditivo).

Propiedades de grupo abeliano de IoR con el producto (R*,-), R* =R — {0}.

1. Paratodo realem b, entoncesi-b € R, (cerradura).

2. Patatodo reales b, entonces-b = b-a, (conmutatividad).

3. Paratodo reales b, c, tenemos qua- (b-c) = (a-b) - ¢, (asociatividad).
4

. Existe un elemento4 R, lamado uno, talqua-1=1-a=a, \/a< R, (existencia del neutr
multiplicativo).

. Para toda € R*, existe un real llamado inverso multiplicativa¢), tal quea- (a~?1)
(existencia del inverso multiplicativo).

Propiedades distributiva de la suma respecto al producto etos R.

1. Paratodo reales b, c, tenemos qua- (b+c) = a-b+a- ¢, (distributividad).




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Propiedades de campo de IoR

Definicion 8
Si (R,+), (R*,-) son grupos Abelianos, y se cumple la distributividad detlpmto respecto a |i
suma. Entonce&R, +,-) es un Campo.

Observacbn 1 Observamos que tanto@lcomo ell y los inversos aditivos y multiplicativos sénicos.
Esto puede mostrarse sin mayor problema. Del @quadelante lo tomaremos coméalido.

Proposicion 1 Seaab,ce R,sia+b=a+c=b=c.

Ejemplo 1
1. Si3+b=3+c=b=c

2. Si5+b=5+c=b=c.
Demostracbn:
Paso 1 Sew el inverso aditivo d&, entoncey+a = 0.
Paso 2 Consideremgst (a+b) = (y+a) + b, por asociatividad.
Paso 3 Del paso ¥+ (a+b) = (y+a)+b=0+b=Db, por neutro aditivo.
Paso 4 Por otro ladp+ (a+ ¢) = (y+a) +c, por asociatividad.
Paso 5 Entonces del pasoyl; (a+c) = (y+a) +c= 0+ c = c, por neutro aditivo.

Paso 6 Coma+ b= a+ c (hipotesis), entonceg+ (a+b) =y+ (a+c), por paso 3y 5, obtenemos que:
y+ (a+b)=y+ (a+c) implicab=c.

Proposicion 2 Sia-b=a-c,a#0=b=c.

Ejemplo 2
1. Si3-b=3.-c=b=c

2. Si5-b=5-c=b=c
Demostracbn:
Paso 1 Sewel inverso multiplicativo d& (a# 0) , entoncey-a= 1.
Paso 2 Consideremgs(a-b) = (y-a)-b, por asociatividad.
Paso 3 Del paso ¥, (a-b) = (y-a)-b=1-b=Db, por neutro multiplicativo.

Paso 4 Por otro ladg- (a-c) = (y-a) - ¢, por asociatividad.



4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Paso 5 Del paso ¥, (a-c) = (y-a)-c=1-c=c, por neutro aditivo.

Paso 6 Coma-b=a-c (hipbtesis), entonces (a-b) =y-(a-c), por paso 3y 5, obtenemos qyefa-b) =
y-(a-c) implicab=c.

Proposicion 3 (—(—a)) =a.

Ejemplo 3
1 (~(-2))=2
2. (~(-5) =5
3. (~(-7)=7
Demostracbn:

Paso 1 Se pide mostrar que el inverso aditive-@eesa.
Paso 2 Se sabe que, parexiste—a, tal quea+ (—a) = 0.
Paso 3 El paso 2, tan#i quiere decir que, el inverso aditivo de, esa.

Paso 4 Entonces, por notéaoidel inverso aditive-(—a) = a.

Proposicion 4 a—b=0,<a=nh.

Ejemplo 4
1.3—-3=0&3=3.

2.4-4=0c4=4

3.3-5=-2& 345,

Demostracbn:
Paso 1 Hay que mostrar dos cosas, primeroagu® = 0,= a=b, y segundo qua=b,=a—b=0.
Paso 2 La segunda parte se sigue al susttsib, entoncea—b=a+ (—b) =a+ (—a) =0.

Paso 3 El paso 2, se sigue al sumar a ambos lados el inveriso déit-b a la igualdach— b = 0, entonces
obtenemosi— b+ b= Db, es decima=b.




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Proposicion 5 a(b—c) =ab—ac.

Ejemplo 5
1.2(4-2)=2(2)=4<24—-2)=2(4) —2(2) =8—-4=A4.

2.2(4-2)=2(2) =45 24-2)=2(4) -2(2)=8-4=4.

3.24-2)=2(2) =4 2(4-2)=2(4)-2(2)=8-4=4

Demostracbn:
Paso 1 Por definiohn tenemos qua(b—c) = a(b+ (—c)).

Paso 2 Por distributividad y como el inverso aditivoedesa(—c), tenemos(b+ (—c)) = ab+a(—c) =
ab—ac.

Proposicion 6 a- (0) = 0.

Ejemplo 6
1. 2(0) =0.

2.3-0=0.

3.40=0.

Demostracbn:
Paso 1 De la anterior proposiei, sib = c, tenemos(b—b) = ab—ab.

Paso 2 Por lo tant@- (0) = 0.

- 1
Proposicion 7 b £ 0, a~b=1,<:>a=6.




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Ejemplo 7
1. 2~a:1<:>a:%.
2. 5~a:1@a:%.
& 7~a:1@a:%.

Demostracbn:

Paso 1 Sab= 1, por unicidad del inverso multiplicativo, enton@es: B

1

: 1 1
Paso 2 Sa= -, entoncesi- b(b) =a-1=a, por otro lado 1B = por lo tantoa = —. Otra forma de

ol
ol

decir lo mismo, es multiplicar en ambos lados de la igualda

Proposicion 8 (—a)(b) = —(ab).

Ejemplo 8
1. (—2)(3)=—(2-3)=—6.

Demostracbn:

Paso 1 Basta ver que el inverso aditivoatiees(—a)b.
Paso 2 En efectab+ ((—a)b) = (a+(—a))b=0-b=Dh.

Paso 3 Por unicidad del inverso aditivo se demuestra la praipn.

Proposicibn 9 (—a)(—b) = ab.




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Ejemplo 9
1. (-2)(—3)=2-3=6.

2. (-5)(-3)=5-3=15.

3. (-2)(-(-1)=2--1=-2,

Demostracbn:

Paso 1 Se sigue de-a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab. proposicon.

Proposicion 10 —(a+b) = —a—b.

Ejemplo 10
1. -(2+3)=-2-3=-5.

2. —(34+4)=-3-4=-T7.

3. —(143)=-1-3=—-4.

Demostracibn:
Paso 1 Se sigue al mostrar que el inversa g es—a—b.
Paso2-a—b+a+b=-a+a-b+b=0.

Paso 3 Por unicidad del inverso aditivo, entone¢a+b) = —a—b.

Proposicion 11 —(a—b) = —a+h.

Ejemplo 11
1. -(2-3)=-2+3=1

2. —(3-4)=-3+4=1.

3. —(1-3)=-14+3=2.

Demostracbn:




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Paso 1 Se sigue al mostrar que el inversadé es—a-+b.

Proposicion 12 Siab#0, (ab)t=a'b™L.

Ejemplo 12
1. (2.3 1=2"13"1= }.
6
2. (4.2 t=412"1= 1
8
1
) 7. 71:771 71:7_
3. (7-5) 5 E

Demostracbn:

Paso 1 Se sigue al mostrar que el inverso multiplicativéeti ! esa—t- b2

Demostracbn:

. . ... .a.,.b
Paso 1 Se sigue al mostrar que el inverso muIt|pI|cat|v%ma.

Proposicion 14 Sibd # 0,

a
b




4.1. PROPIEDADES DE CAMPO DE LOSBMEROS REALES

Ejemplo 14
1.%:% 1.4=2-2.
2. ?23:%,@26:3.4.
3. 2217?)@5.4:10.2_

Demostracbn:

Paso 1 Se sigue al multiplicar ambos lados de la igualdadipor

ac a

Proposicion 15 Sibc#£0, — = _—.
post 'Be#0, £:=%

Ejemplo 15
p 10525
4 2.2 2
14 72 7
6 3.2 3
9 _33_3
12 4.3 4
Demostracbn:

Paso 1 Se sigue al usar giie) ! = b~'c!, y conmutatividad.

c ad+cb
d bd

Proposicion 16 Sibd # 0, +

a
b

Ejemplo 16
1 1 1-3+1-2
L 2t3=23
, 2,3_25+33
"3 5 3.5 °
3 3,1 _37+2.1
27 2.7

Demostracbn:




4.2. PROPIEDADES DE ORDEN DE LOSBMEROS REALES

Paso 1 Se sigue al usar multipliceipor 1, conmutatividad, asociatividad.

ac

ac
b d bd

Proposicion 17 Sibd # 0,

Ejemplo 17
1 } 2_1'2
"2 3 2.3
5 2 2_22
35 3.5
3. &0 _ 5
52 5.2
Demostracbn:

Paso 1 Se sigue al usar conmutatividad, asociatividad.

4.2. Propiedades de orden de losiNneros Reales

Axiomas de Orden de losimeros reales.
1. Existe un conjunt® de rimeros positivos.
2. (Ley de tricotoria) Para todo imero reah se cumple unay solo una de las siguientes afirmaciones.

a) a=0¢P
b) aeP.
c) —aeP

3. (Cerradura aditiva) Si,b € P, entoncesi+b € P.

4. (Cerradura multiplicativa) Si,b € P, entonces-b € P.
Notaciones:

1. a> b, significaquea—b e P.

2. a< b, significa queb > a.

3. a> b, significaquea>bePba=h.

4

. a<b,significaquea<bePba=h.

Proposicion 18 Propiedad de tricotoiia. Para todos dosimeros reales @, se verifica una y&o
una de las siguientes relaciones:

1. a<b.
2. b<a
3. a=h




4.2. PROPIEDADES DE ORDEN DE LOSBMEROS REALES

Demostracbn:
Paso 1 Se consideraxa= b— a, y se aplican los axiomas de orden.

a) Six= 0, entonces = h.
b) Six> 0, entonced > a.
¢) Six> 0, entonced < a.

Propiedades de Orden.

Proposicion 19 Propiedad transitiva, a< by b< ¢, entonces & c.

Ejemplo 18
1. 2<3y3< 5, entonceR < 5.

2. -1<0y0< 2, entonces-1< 2.
3. -2< -1y —-1<0, entonces-2 < 0.

Demostracbn:
Paso 1l Coma < b, entonced—ac P, comob < c, entonces—b ¢ P.
Paso 2 Entonces, suman@n-a)+ (c—b) e P,adc—acP.

Paso 3 Del paso anteriar> a.

Proposicion 20 Sia< b, entonces a c< b+c.

Ejemplo 19
1. Si2 < 3, entonce+3 < 3+3.

2. Si—2< —1, entonces-2+2< —1+2.
3. Si3< 4, entonce8—-5<4-5.

Demostracbn:
Paso 1l Coma< b, entonceb—ac P.
Paso2 Perbo—a=b—-a+c—c=(b—c)—(a+c).

Paso 3 Por lo tanta+c < b-+c.




4.2. PROPIEDADES DE ORDEN DE LOSBMEROS REALES

Proposicibn 21 Sia< b, ¢> 0, entonces ae bc.

Ejemplo 20
1. Si2<3,2>0, entonce-2< 3-2.

2. Si3<4,3>0, entonces-3<4-3.

3. Si—-1<1,5>0, entonces-1-5<1-5.

Demostracbn:
Paso 1 Coma < b, entonceb—ac P.
Paso 2 Par axioma de orden y come P, entonces(b—a) € P.

Paso 3 Es decich—cac P, ac< bc.

Proposicibn 22 Si a# 0, entonces &> 0.

Ejemplo 21
1. Si2#0,22>0

Demostracbn:
Paso 1 Tenemos dos casosasi 0o sia< 0.
Paso 2 Sa> 0, por cerradura-a=a? > 0.

Paso 2 Si-a> 0, por cerradurg—a) - (—a) = a® > 0.

Proposicion 23 1 > 0.

Demostracbn:

Paso 1 Se sigue de la propoéitianterior y de qué—1)(—1) = 1.

Proposicion 24 Sia< b, c< 0, entonces ac- bc.




4.2. PROPIEDADES DE ORDEN DE LOSBMEROS REALES

Ejemplo 22
1. Si2<3,—-1>0,entonce®-—1>3--1.

2. Si3<4, -3<0, entonces8-—-3>4--3.

3. Si—-1<1,-2<0,entonces-1-—2>1--2.

Demostracbn:
Paso 1 Sa < b, entonced—a> 0.
Paso 2 St < 0, entonces-c > 0.
Paso 3 Entoncesc(b—a) € P.

Paso 4 O seac—bc> 0, entoncesc > bc.

Proposicion 25 Si a< b, entonces-a> —b.

Ejemplo 23

1. Si2 < 3, entonces-3< —2

2. Sil <5, entonces-5< —1

3. Si4 < 5, entonces-5< —4

Demostracbn:

Paso 1 Se sigue—a > 0, entonces—1)(b—a) < 0.

Proposicion 26 Si ab> 0, entonces ambos son positiviaegativos.

Ejemplo 24
1. Si2-3> 0, entonce® >0,3>0

2. Si2-5> 0, entonce > 0,5>0

3. Si2-3> 0, entonces-2<0,-3<0

Demostracbn:



4.2. PROPIEDADES DE ORDEN DE LOSBMEROS REALES

Paso 1 Par contradidn al suponer qua> 0y b < 0.

Proposicion 27 Sia< cy b< d, entonces a b < c+d.

Ejemplo 25

1. Si2< 3,y4 <5, entonce®+3< 3+5.

2. Si—2<-1,y—-3< -2, entonces-2—3< —-1-2

3. Si2<5y—-2<—1,entonce—-2<5—1

Demostracbn:

Paso 1 Sumando ambos lados de las desigualdades.

Ejercicios:

1.

2
3.
4

G

© © N O

10.

11.

. (a—b)+(b—c) =a—c, sugerencia: por asociatividad.

. Si0< a< b, entonces & b~ < a1, sugerencia: se sigue al multiplicar gortb—?.
. Sia<byb<c, entonces < c, sugerencia: se hace por casos.

. Sia<byb<ccona=c, entonceb=rc.

11 =1, sugerencia: mostrar que el inverso del 1 es 1, por defimici

. —(a+b) = —a— Db, sugerencia: mostrar quea— b es inverso aditivo da+ b.

—(a—b) = —a+ b, sugerencia: mostrar quea+ b es inverso aditivo da— b.

a ¢ ad-cb
bd#0  £-4d~ Tha

Sia> 0, entoncesa ! > 0, sugerencia: se sigue de la igualdaci* = 1.

, sugerencia: igual que el caso positivo.

Si para todo immeroh positivo se cumple que € x < h, entoncex = 0, sugerencia: se hace por
contradicobn.

Reducir las siguientes operaciones, mencionando gpépiad de campo de los reales se aplica.

a) (a+b+c)?

b) ((x+y)*+c )t
12

C) —2 3

1 =il
(3

d —4 3

N—

MW

_l’_

| = 4
[621\N]

~ | W
&

7~ N\
~Nlw
+
gl =



4.3. EXPONENTES EN LOS NMEROS REALES

Grs)

€

N———
&

wl o

(21N

2,
2
11023

3'6 3 5
VE 5
9 5 3 2

4.3. Exponentes en los Bimeros Reales

Definicion 9 Siac R,ac Z, definimos 8= a-a-a---a donde son na

Propiedades lasicas sobre potencias delmrmeros reales
1. am.a"=amn

2. Sia#0,am/a"=am™"

3. (ab)m=amh™m

am

4. Sib¢o,(g)m: o

EN(alm=al

Definicion 10 Si a es un fimero real, a# 0, & = 1.

. ) i 1
Definicion 11 Siaes un omeroreal, a0, a "= —.
an

Mostrar las siguientes afirmaciones de potencias

1. Sia#0,a%a"=a™"
2 g hgm— a—(n+m)
B, e = gi=it

0
a_fn

4. Sia;«éo,g_a

. al N
5. Sla;«féo,ﬁ =a

a™"
i _ aMm—n
6. Sia#0, o =a

7. Sia#0,(@)"=1
8. Sia#0,(aMM=a "



4.4. VALOR ABSOLUTO EN LOS NJMEROS REALES

9. Sia#0,(a ") M=a"m

Definicion 12 ya=xsiX'=a

Propiedades de potencias como fees
1. Vabc= y/avby/c
1 n/ad __ {]La
2. Sib#0,{/3 = G
3. (VA" = Yo
4. Yam=an,n#0

5. /A= "a
_m 1
6.a”:n7am

4.4. Valor Absoluto en los Nimeros Reales

Definimos el valor absoluto de urimero reab como|a| donde:

al = a sia>0
~ 1 —a sia<o0

Propiedades lasicas del valor absoluto

1. |aj>0
2. laj=0<a=0

3. |abl = |a||b]

4. [a+b| < a|+b]

Proposicion 28 |a| <b < —b<a<b

Proposicibn 29 |aj >b< a<-bbdb<a




4.4. VALOR ABSOLUTO EN LOS NJMEROS REALES

4.4.1. Intervalos de rumeros reales
En los rumeros reales podemos definir los siguientes intervalosjoictms.
1. Intervalo abiertda,b) = {x| a< x < b}
2. Intervalo cerradfa,b] = {x| a< x < b}
3. Intervalo semi-abiertdd(semi-cerradoja, b) = {x| a<x < b}
4. Intervalo semi-abiertdd(semi-cerrado)a, +) = {x | a < x}
5

. Intervalo abierto no acotade-«,a) = {x| x < a}

4.4.2. Distancia entre tiimeros reales

Definicion 13 La distancia entre dosimmeros reales se define com@) = |a— b.

Ejercicios:

. Encontrar los puntos que distan al 3 en menos de 2.
. Encontrar los puntos que distan al -1 en menos de 4.
. Encontrar los puntos que distan al 0 easnde de 1.

. Encontrar los puntos que distan al 2 easnde de 5.

. Resolver la desigualdad— 2| < 6

. Resolver la desigualdd@x — 2| < 5

. Resolver la desigualda@x+ 3| < 6

. Resolver la desigualda@x — 5| > 7

© 00 N o 0o B~ W N P

. X—2<11x— 14

10. X+2<8x+5<3x+10
1 5 1
11. 21x< ZX_4< ZX—B

12. 3—2x<7x—1<5x+9
13. (x—m)(x+4) <0

14. X2 +2x—14>1

15. x—=1)(x+2)(7—x) >0

16. x3+x2—6x>0
1000

<
X2 —25—
18. X2 —5x+4> 4

17. 0




4.4.

VALOR ABSOLUTO EN LOS NJMEROS REALES

19.

20.

21.

22.
23.
24,
25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

41
42
43

44

(x> —36)(x+3) >0
3x+1<
X— 21 —
2 o 1

Xx+3 x-1
X24+2x—14>1

0

x3+4x2 —21x < 0
(x=5)(x+3)(—2—x) <0
23 -3x2—2x+3<0
(x+3)2(2—x)
(X+4)(x2—4) <0

1
>
X—2 X

@

X
-1

X

B

v

5
<
w +
N

%

R
=
x
N

+
‘ﬂx| — iz

77 14

3x— 11| = 15
|4+ |x+5]|=5
|6X—3| = -2
|7x— 3| = |2x+ 9|
|4x+ 1| = |2x— 3|

(x+3)?| =25

|3x+2x3 — 6x| < -5
3x—1] < 11
|6x—3| > 15

2< |x—6| <4

. 4<|x—5| <15

| 7x=3] < |2x]

= 2x+ 7| < |5x—2|

X+5

— <3
‘x—4|*




