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1
Introducci ón

1.1. Definicíon de función

Definición 1 SeanA,B dos conjuntos diferentes del vacı́o, entonces se define al producto carte-
siano como el conjunto

A × B = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B}
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A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4},
A ×B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}
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1.1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN

Definición 2 SeaR un subconjunto de un producto cartesianoA × B, R se llama relacíon.

Definición 3 Si R ⊂ A × B es una relacíon tal que(a, b), (a, c) ∈ R solo śı b = c, entoncesR se
llama funcíon. Al conjuntoA se le conoce como dominio y aB contradominio o codominio.

1.1.1. Ejemplos de funciones
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Ejemplo de funcíon
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1.1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN
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Ejemplo de funcíon
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Ejemplo de no funcíon
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1.1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN

Más ejemplos de funciones:

1. A = { conjunto de personas},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada persona su estatura en un tiempo fijo.

2. A = { conjunto de estudiantes},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada estudiante su promedio del bachillerato.

3. A = { conjunto de estudiantes},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada estudiante el número de libros que ha leı́do.

4. A = { conjunto de libros},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada libro el número de ṕaginas que tiene.

5. A = { conjunto de coches},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada coche el número de kiĺometros recorridos.

6. A = { d́ıas del ãno},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada dı́a el IPC de la BMV.

7. A = { conjunto de algoritmos},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada algoritmo su tiempo de ejecución en una PC con procesador PIII.

8. A = { conjunto de edificios},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada edificio el número de ventanas.

9. A = { conjunto de alimentos},
B = { conjunto de ńumeros reales},
R asocia a cada alimento la cantidad de proteı́nas.

10. A = { conjunto de reales positivos},
B = { conjunto de autos},
R asocia al tiempot la velocidad que lleva.

11. A = { conjunto de reales positivos},
B = { conjunto de particulas},
R asocia al tiempot la posicíon de la part́ıcula.

12. A = { conjunto de reales positivos},
B = { conjunto de aviones},
R asocia al tiempot la velocidad de un avión.

13. A = { conjunto de paises},
B = { conjunto de reales},
R asocia a cada paı́s su PIB.
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1.1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN

Propiedades b́asicas de funciones:

1. SiA es el dominio de una función,B su contradominio, se suele denotar a una función como
f : A → B.

2. Una funcíon es sobre si∀b ∈ B existea ∈ A tal que(a, b) ∈ R.

3. Una funcíon es inyectiva si(a, b), (c, b) ∈ R entoncesa = c.

4. Si una funcíon es sobre e inyectiva se llama biyectiva.

5. Si(a, b) ∈ R (es un elemento de una función), tambíen se suele escribir comoa 7→ b.

6. Dado un elementoa en el dominioA, y (a, b) ∈ f , entoncesb se llama imagen dea y se
denota comof(a) = b.

7. Dado un elementob ∈ B, el conjunto de elementosa ∈ A, tales quef(a) = b se llama
imagen inversa deb.

Más ejemplos de funciones:

1. f : R → R, x 7→ x2.
Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su cuadrado.

2. f : R → R, x 7→ x + 2.
Es la funcíon que a cada ńumero le asocia el mismo número ḿas dos.

3. f : R → R, x 7→ √
x.

Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su raı́z cuadrada.

4. f : R → R, x 7→ −x.
Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su inverso aditivo.

5. f : R − {0} → R, x 7→ 1

x
.

Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su inverso multiplicativo.

6. f : R − {0} → R, x 7→ x3.
Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su cubo.

7. f : R → R, x 7→ |x|.
Es la funcíon que a cada ńumero le asocia su valor absoluto.
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2
Funciones b ásicas

Observacíon: se suele llamar dominio natural de una función, al conjunto de ńumeros reales donde la
regla de correspondencia esta definida en los reales. Se suele llamar contradominio natural, a la imagen
del dominio natural, también llamado rango o recorrido.

2.0.2. Clasificacíon de funciones b́asicas

Funciones polinomiales

Una funcíon polinomial tiene la formay = xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · + a2x
2 + a1x + a0

Funciones lineales

Una funcíon lineal tiene la formay = ax + b

Funciones cuadráticas

Una funcíon cuadŕatica tiene la formay = ax2 + bx + c

Funciones racionales

Una funcíon racional tiene la formay =
P (x)

Q(x)
dondeP (x), Q(x) son polinomios.

Funciones con ráıces cuadradas, ćubicas etc

Una funcíon con ráıces cuadradas tiene la formay =
√

g(x), o con ráıces ćubicasy = 3

√

g(x).



Funciones escalera

Funciones trigonoḿetricas

Funciones exponenciales y logarı́tmicas

Son de la formay = ex, y = ln(x)

Ejercicio 1 Estudiar la funcíon:
y = 3x + 1

La funcióny = 3x + 1

1. El dominio naturalde la funcíon es el conjunto de los
números realesR, ya que3x+1 siempre da un ńumero
realy.

2. El rango, o imagen del dominio natural son todos los
reales, ya que para todo realy ∈ R existe unx tal que
f(x) = y = 3x + 1.
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Interseccíon con los ejes

1. Si x = 0, entoncesy = 1, entonces la gráfica
de la recta se intersecta (interseca, según RAE, Re-
al Academia Espãnola) con el ejey en(0, 1).

2. Si0 = 3x + 1, entoncesx = −1

3
, y la gŕafica inter-

secta al ejex en (−1

3
, 0). El punto donde la gráfica

de la funcíon intersecta al ejex se le llama ráız de la
función.



Imagen e imagen inversa:

1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervalo[4, 7].

2. La imagen inversadel intervalo [4, 7] es el intervalo
[1, 2].
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Inyectividad
La funcióny = 3x+1, es inyectiva (enR) si puntosx1 6= x2 tienen imagenes diferentes,ó si imagenes

iguales provienen de puntosxs iguales. En nuestro caso, siy1 = y2, entonces3x1 + 1 = 3x2 + 1, o sea
3x1 = 3x2, y aśı x1 = x2. Por lo tanto la funcíon es inyectiva.

Sobreyectividad
La función es sobre si∀y0 ∈ R existex0 tal quef(x0) = y0, en nuestro caso, dadoy0 entonces

x0 = (y0 − 1)/3.
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Funcíon inversa

1. Como la funcíon es biyectiva en todoR, en-
tonces existe la función inversa en todoR.

2. La funcíon inversa se obtiene despejando a
x de la ecuacíon y = 3x + 1, dondex =
y − 1

3
.

Ejercicio 2 Estudiar la funcíon:
y = x2 + 2



La funcióny = x2 + 2

1. El dominio naturalde la funcíon son los ńumeros reales
R, ya quex2 + 2 siempre da un ńumero realy.

2. El rango, o imagen del dominio natural en este caso es
el intervalo[2,∞)
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Interseccíon con los ejes

1. Si x = 0, entoncesy = 2, entonces la gráfica de la
recta se intersecta (interseca, según RAE) con el ejey
en(0, 2).

2. Si 0 = x2 + 2, pero no existe un ńumero real que
cumpla esta condición por lo tanto, como se observa
en la figura, la gŕafica no intersecta al ejex. La fun-
ción no tiene ráıces reales.

Imagen e imagen inversa:

1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervalo[3, 6].

2. En este caso laimagen inversadel intervalo[3, 6] es
[−1,−2]

⋃

[2, 1].
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Inyectividad
La función y = x2 + 2, no es inyectiva, ya que existen al menos dos puntosx1 6= x2 que tienen

imagenes iguales, por ejemplox1 = 1, x2 = −1 ambos tienen como imagen al3.
Sobreyectividad
La función no es sobre ya que paray = 0 no existe unx0 tal quef(x0) = 0. Es decir la ecuación

0 = x2 + 2 no tiene soluciones reales.
Funcíon inversaComo la funcíon no es biyectiva en todoR, entonces no existe la función inversa en

todoR.
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Funcíon inversa

1. Si consideramos a la función śolo con dominio
[0,∞), entonces la función si es inyectiva, y por lo
tanto tiene inversa.

2. La funcíon inversa dey = x2 + 2, esx =
√

y − 2.



Ejercicio 3 Estudiar la funcíon:
y = ex

La funciónex

1. El dominio de la funcíon ex es el conjunto de todos
los ńumeros reales.

2. La imagen del dominio natural, o el rango de la fun-
ciónex es el intervalo(0,∞).
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Interseccíon con ejes, imagen e imagen inversa

1. La funcíony = ex no se intersecta con el ejex, pero
si se intersecta con el ejey en(0, e).

2. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervalo[e, e2] =
[2,7182, 7,3890].

3. Laimagen inversadel intervalo[e, e2], es el intervalo
[1, 2].

La función inversa deex

1. La funcíony = ex es biyectiva comoex : R → R
+..

2. La funcíon inversa dey = ex, se llama funcíon loga-
ritmo, x = ln(y), con gŕafica a la derecha.
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Ejercicio 4 Estudiar la funcíon:

y =
1

x
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La función
1

x

1. El dominio natural de la función
1

x
esR − {0}.

2. El rango de la función
1

x
es tambíenR − {0}.

Imagen y imagen inversa

1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervalo[1/2, 1].

2. Laimagen inversadel intervalo[1/2, 1] es el intervalo
[1, 2].
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Funcíon inversaLa función es biyectiva enR − {0}, donde la funcíon inversa esx =
1

y
.



Ejercicio 5 Estudiar la funcíon:
y =

√

36 − x2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
-1

1

2

3

4

5

6
y� 36- x2

Dominio

1. El dominio def(x) = y =
√

36 − x2, es el conjunto
de ńumeros realesxs, tales que36−x2 ≥ 0, es decir
donde existe una raı́z cuadrada real.

2. Resolviendo la desigualdad,36 − x2 ≥ 0 ⇔
√

x2 ≤
6, es decir|x| ≤ 6, entonces el dominio es−6 ≤
x ≤ 6 ó escrito como intervalo[−6, 6].

Rango

1. La imagen del dominio(rango) es el conjunto deys

tales∃x conf(x) = y, en este casof(x) = f(−x),
y si−6 ≤ x ≤ 6, entonces0 ≤ y ≤ 6.
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Imagenes inversas

1. f−1(2) = {x ∈ Df(x)|f(x) = 2}, 2 =
√

36 − x2,
por lo tantox = ±

√
32, f−1(2) = {−

√
32,

√
32}.

2. f−1(6) = {x ∈ Df(x)|f(x) = 6}, 6 =
√

36 − x2,
por lo tantox = 0, f−1(6) = {0}.

3. f−1(6) = {x ∈ Df(x)|f(x) = 7}, 7 =
√

36 − x2,
f−1(7) = ∅.

Ejercicio 6 Estudiar la funcíon:

y =
7

2x − 10



Dominio de la funcíon

1. El dominio (natural) de la función es el conjunto de
números reales, tales que2x − 10 6= 0, es decirR −
{5}.

2. La imagen del dominio es el conjunto deys tales que

y =
7

2x − 10
recorriendox ∈ R − {5}. Dadoy,

entoncesx =
7

2y
+5, se puede calcular excepto para

y = 0, por lo tanto el rango esR − {0}.
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f -1H-2L

Imagenes inversas

1. f−1(7), 7 =
7

2x − 10
, por lo tantox =

11

2
= 5,5.

2. f−1(1), 1 =
7

2x − 10
, por lo tantox =

17

2
= 8,5.

3. f−1(−2), −2 =
7

2x − 10
, por lo tantox =

13

4
=

3,25.



Ejercicio 7 Estudiar la funcíon:

y =

{

−(x − 1)2 + 1 si x > 0
(x + 1)2 − 1 si x ≤ 0

Dominio de la funcíon

1. El dominio (natural) de la función es el
conjunto de ńumeros reales, tales que:

y =

{

−(x − 1)2 + 1 si x > 0
(x + 1)2 − 1 si x ≤ 0

es real, pero es el caso donde el dominio es todoR.
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Imagenes inversas

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

1+1� 2

1-1� 2

-1- 3�2

f−1(1/2) La imagen inversa de1/2, es el conjunto{x ∈ Df(x)|f(x) = 1/2}

Si x > 0 a) 1/2 = −(x − 1)2 + 1, entonces,x =
1

±
√

2
+ 1.

b) x1 =
1√
2

+ 1 ∼ 1,7071.

c) x2 =
1

−
√

2
+ 1 ∼ 0,2929.

Si x ≤ 0 a) 1/2 = (x + 1)2 − 1, entonces,x = ±
√

3

2
− 1.

b) solo la parte negativax3 = −
√

3

2
− 1 ∼ −2,22.

Si x ∈ R , entoncesf−1(1/2) = { 1√
2

+ 1,
1

−
√

2
+ 1,−

√

3

2
− 1}



Combinación de funciones:

1. Seaf una funcíon con dominio naturalDf y g otra funcíon con dominio naturalDg, entonces definimos
la función (suma o resta)f ± g como

(f ± g)(x) = f(x) ± g(x)

con dominioDf ∩ Dg.

2. Seaf una funcíon con dominio naturalDf y g otra funcíon con dominio naturalDg, entonces definimos
la función (producto)f · g como

(f · g)(x) = f(x) · g(x)

con dominioDf ∩ Dg.

3. Seaf una funcíon con dominio naturalDf y g otra funcíon con dominio naturalDg, entonces definimos
la función (cociente)f/g como

(f/g)(x) = f(x)/g(x)

con dominioDf ∩ (Dg − {0}).
4. Seaf una funcíon con dominio naturalDf y g otra funcíon con dominio naturalDg, entonces definimos

la función (composicíon)f ◦ g como

(f ◦ g)(x) = f(g(x))

con dominioDf◦g = {x|x ∈ Dg y g(x) ∈ Df}.

Definición 4 Definiciones b́asicas de funciones:

1. Una funcíon es estrictamente creciente six1 < x2 entoncesf(x1) < f(x2).

2. Una funcíon es estrictamente decreciente six1 < x2 entoncesf(x1) > f(x2).

3. Una funcíon es par sif(x) = f(−x).

4. Una funcíon es impar sif(x) = −f(−x).

2.0.3. Ejemplos sobre monotońıa de funciones

Monotońıa de la funcíon3x + 2

1. La funcíon es estrictamente creciente en todoR

Si x1 < x2 entonces3x1 + 2 < 3x2 + 2 para todo
x1, x2 ∈ R.
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Monotońıa de la funcíonx2 + 2

1. La funcíon es estrictamente creciente en[0, +∞)
Si x1 < x2 entonces(x1)

2 + 2 < (x2)
2 + 2, si

x1, x2 > 0.

2. La funcíon es estrictamente decreciente en(−∞, 0)
Si x1 < x2 entonces(x1)

2 + 2 > (x2)
2 + 2, si

x1, x2 < 0.
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Monotońıa de la funcíon 1
x

1. La funcíon es estrictamente decreciente en(0, +∞)

Si x1 < x2 entonces
1

x2
<

1

x1
, si x1, x2 > 0.

2. La funcíon es estrictamente decreciente en(−∞, 0)

Si x1 < x2 entonces
1

x2
<

1

x1
, si x1, x2 < 0.
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Monotońıa de la funcíon
√

x

1. La funcíon es estrictamente creciente en su dominio
[0, +∞) ya que six1 < x2, entonces

√
x1 <

√
x2,

de lo contrario la funcíonx2 no seria creciente en los
positivos.
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Monotońıa de la funcíon
√

36 − x2

1. La funcíon es estrictamente creciente en[−6, 0) ya
que six1 < x2, entoncesx2

1 > x2
2, por ser negativos,

ahora−x2
1 < −x2

2, y 36− x2
1 < 36− x2

2, finalmente
por monotońıa de la ráız cuadrada

√

36 − x2
1 <

√

36 − x2
2.

2. La funcíon es estrictamente decreciente en[0, 6] ya
que six1 < x2, entoncesx2

1 < x2
2, por ser positivos,

ahora−x2
1 > −x2

2, y 36− x2
1 > 36− x2

2, finalmente
por monotońıa de la ráız cuadrada

√

36 − x2
1 >

√

36 − x2
2.
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2.0.4. Ejemplos sobre inyectividad y sobreyectividad de funciones

Inyectividad y sobreyectividad de3x + 2

Seaf(x) = 3x + 2, y f : R → R entonces:

1. La funcíon es inyectiva, ya que si3x1 + 2 = 3x2 + 2, entonces
por propiedades de campo, al restar 2 y dividir por 3, obtenemos
x1 = x2.

2. La funcíon es sobre, ya que dadoy ∈ R y y = 3x + 2 entonces
existex = (y − 2)/3 tal quef(x) = y (es posible despejar un
únicox).

Inyectividad y sobreyectividad dex2

Seaf1(x) = x2 conf1 : R → R , entonces:

1. La funcíonf1 no es inyectiva, ya que si(−x)2 = (x)2.

2. La funcíonf1 tampoco es sobre, ya que dadoy = −1, no existe
x ∈ R tal quex2 = −1.

Seaf2(x) = x2 conf2 : R → R
+ , entonces:

1. La funcíonf2 no es inyectiva, ya que si(−x)2 = (x)2.

2. La funcíon f2 si es sobre, ya que dadoy ∈ R
+, siempre existe

x ∈ R tal quex2 = y, dondex = y.

Seaf3(x) = x2 conf3 : R
+ → R

+ , entonces:

1. La funcíonf3 si es inyectiva, ya que si(x1)
2 = (x2)

2, entonces
x1 = x2.

2. La funcíon f3 si es sobre, ya que dadoy ∈ R
+, siempre existe

x ∈ R tal quex2 = y, dondex =
√

y.

Inyectividad y sobreyectividad de
1

x

Seaf(x) =
1

x
conf : R

∗ → R , entonces:

1. La funcíon f es inyectiva, ya que si
1

x1
=

1

x2
, entoncesx1 =

x2.

2. La funcíon f no es sobre, ya que dadoy = 0, no existex ∈ R

tal que0 =
1

x
.



2.0.5. Ejemplos sobre composición de funciones

Composicíon de funciones
Sea f : R → R con f(x) = 3x + 2, y la funcíon g :
R → R con g(x) = −2x + 3. Entonces las composiciones son:
(f ◦ g)(x) = f(g(x))

= f(−2x + 3)
= 3(−2x + 3) + 2
= −6x + 9 + 2
= −6x + 11

(g ◦ f)(x) = g(f(x))
= f(3x + 2)
= −2(3x + 2) + 2
= −6x − 4 + 2
= −6x − 2

2.0.6. Ejemplos sobre inversa de funciones

Una funcíon f : A → B tiene inversáunica si es biyectiva, y la inversaf−1 : B → A, cumple quef−1 ◦ f =
f ◦ f−1 = x.

1. La inversa de ua recta es una recta,y = ax + b, entonces su inversa esy = (x − b)/a.

2. La inversa, dey = x2 donde su dominio esR+ y su contradominioR+, esy =
√

x.
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3. La inversa, dey = x2 + 3 donde su dominio esR+ y su contradominio[3, +∞), esy =
√

x − 3.
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4. La inversa, dey = (x−1)2+2 donde su dominio es[1, +∞) y su contradominio[2, +∞), esy =
√

x − 2+1.
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5. La inversa, dey =
1

x
donde su dominio esR∗ y su contradominioR∗, es la misma.
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6. La inversa, dey =
1

x − 1
donde su dominio esR − {1} y su rango (imagen del domino natural) esR

∗, es

y =
1

x
+ 1, con dominioR∗ y rangoR − {1}.
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7. La inversa, dey = ex donde su dominio esR − {1} y su rango (imagen del domino natural) esR
∗, es

y =
1

x
+ 1, con dominioR∗ y rangoR − {1}.
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2.0.7. Uso de funciones en modelos concretos

1. El producto de dos ńumeros positivos en 60, expresar la suma de los números en función de uno de ellos.

Sol: seax · y = 60, entoncesx + y = x +
60

x
.

2. La suma de dos números no negativos es 1, exprese la suma del cuadrado de uno, con el doble de cuadrado del
otro, en funcíon de uno de los ńumeros.
Sol: seax + y = 1, entoncesx2 + 2y2 = x2 + 2(1 − x)2.

3. El peŕımetro de un rectángulo es de 200 metros. Expresar elárea del rect́angulo en funcíon de la longitud de
uno de sus lados.

Sol: sea2x + 2y = 200, entoncesA(x) = x · y = x · 200 − 2x

2
.

4. La superficie de un rectángulo es de 300cm2. Exprese el perı́metro del rect́angulo en funcíon de la longitud
de uno de sus lados.

Sol: seax · y = 300, entoncesP (x) = 2x + 2y = 2x + 2(
300

x
).

5. Dada la rectax + 2y = 4, expresar eĺarea del rect́angulo inscrito en el primer cuadrante y la recta (con sus
lados parte de los ejes, y una esquina un punto de la recta).

Sol: seax + 2y = 4, entoncesA(x) = x · y = x · 4 − x

2
.

6. Dada la recta que pasa por el punto(2, 4), (x, 0), (0, y) conx, y > 0. Expresar la longitud del segmento en
función dex.

Sol: sea(x − 2)4/2 + 8 + 2(y − 4)/2 = xy/2, de donde4x + 2y = xy, y aśı y =
4x

x − 2
, entonces

l(x)2 = x2 + y2 = x2 + (
4x

x − 2
)2.

7. Exprese el perı́metro de un cuadrado en función de súarea.
Sol: seaA = x2, o seax =

√
A, entoncesP (x) = 4x = 4

√
A.

8. Un alambre de longitudL se corta en dos partes, un trozo del alambre se dobla para formar un cuadrado el
otro se usa para formar un cı́rculo. Exprese la suma de lasáreas en función de la longitud de un trozo.

9. Un cometa tradicional tiene longitud de sus lados superiores de20cm y 30cm de longitude de sus lados
inferiores. La transversal horizontal midex. Exprese eĺarea del cometa en función dex.

10. Se desea construir una caja rectangular abierta de 450cm3 de volumen de tal modo que el largo de su base
sea el triple de su ancho. Exprese la superficie de la caja en función de su ancho.

11. Un tanque ćonico con su punta hacia abajo tiene 5 pies de radio y 15 pies de altura. Al tanque se le bombea

agua. Exprese el volumen de agua en función de su profundidad (El volumen de un cono es
1

3
πr2h).



12. Un modelo del crecimiento del catarro, supone que dentro de una poblacíon dep personas, la rapidez con que
crece la enfermedad es proporcional al númeroi de infectados, y también a la cantidad(p − i) de personas
no infectadas áun. Por lo tanto un modelo matemático esR(i) = ki(p − i) dondeR(i) es la rapidez de la
infección del virus yk > 0 es una constante.

a) Demuestre que si la población es constante, entonces la enfermedad se extiende con más rapidez cuando
exactamente la mitad de la población es portadora del virus.

b) Suponga que en un pueblo de 10 000 personas hay 125 enfermos eldomingo, y el lunes se presentan 37
casos nuevos. Estime el valor dek.

c) Usando b) determinar los nuevos casos para el martes, miércoles, jueves, viernes y sábado.

13. Dada la ĺıneay = 2x, trazemos una lı́neal perpendicular al ejex y seaP el punto de intersección del y la
recta2x, y Q con el ejex. Calcular eĺarea del tríangulo en funcíon dex formado por los puntos(0, 0), P, Q.

14. Un autoḿovil A pasa por el puntoO y se dirige hacia el sur a una velocidad constante de40Kph, un autoḿovil
B pasa por el mismo puntoO 1 hora despúes con rumbo al oeste con una velocidad constante de60kph.
Exprese la distancia entre los vehı́culos, en funcíon del tiempot, contandot a partir del momento queB pasa
porO.

15. En un momentot = 0, dos aviones tienen una separación vertical de1km y se rebasan con direcciones
opuestas. Si los aviones vuelan horizontalmente con velocidades de700kph y 800kph exprese la distancia
horizontal entre ellos en función det.

16. Una alberca tiene 1 metro de profundidad en su extremo corto y 4 metros en su extremo hondo, tiene 10 metros
de largo y 5 de ancho. Se bombea agua a la alberca, exprese el volumen del agua en la alberca en función de
la alturah del agua sobre el fondo.



3
Lı́mites de funciones

Los ĺımites de funciones son una de las partes más complicadas del análisis de funciones. En este reporte presen-
tamos de manera simple algunos de los ejemplos más sencillos para el cálculo de ĺımites.

El lı́mite de una funcíon se denota comoĺım
x→c

f(x) = b. La idea general de lı́mite es saber adónde se aproxima la

funciónf(x) cuandox se aproxima ac. Si la funcíon se aproxima a un número realb único, entonces decimos que el
lı́mite existe, en otro caso decimos que no existe.

En el siguiente ejemplo observamos algunos de los casos más sencillos sobre lı́mites.

Sea la funcíonf(x) definida de la siguiente manera:

f(x) =



























x2 − 2, si x ≤ 2
3

x − 5
, si 2 < x < 4

3

x − 5
, si 4 < x < ∞

5, si x = 6

Es decir, la funcíon no esta definida enx = 4, la gŕafica de esta función se muestra a continuación.



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ
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Punto 1 En el puntox = −2 de la gŕafica de la funcíon, observamos que si nos aproximamos al−2 por abajo (por la
izquierda), la funcíon se acerca a 2. Pero si nos aproximamos a−2 por arriba (por la derecha) la función se
aproxima a−0,4. Por lo tanto ĺım

x→−2
f(x) no existe.

Punto 2 En el puntox = 0 de la gŕafica de la funcíon, observamos que si nos aproximamos al0 por abajo (por la
izquierda), la funcíon se acerca a−0,6. Si nos aproximamos a0 por arriba (por la derecha) la función se
aproxima tambíen a−0,6. Por lo tanto ĺım

x→−2
f(x) = 0,6.

Punto 3 En el punto 3,x = 4 aunque la funcíon no esta definida, si nos acercamos a4 por abajo (por la izquierda), la
función se acerca a -3, si nos acercamos ax = 4 por arriba (por la derecha), la función tambíen se acerca a
y = −3. Entonces el lı́mite existe yĺım

x→4
f(x) = −3.

Punto 4 En el punto 4,x = 5 si nos acercamos a4 por abajo (por la izquierda), la función se va a−∞, si nos acercamos
ax = 5 por arriba (por la derecha), la función va a∞. Entonces el lı́mite no existe.

Punto 5 En el punto 5,x = 6 aunque la funcíon esta definida y vale5. Si nos acercamos a6 por abajo (por la izquierda),
la función se va a3, si nos acercamos ax = 6 por arriba (por la derecha), la función se acerca a3. Entonces
ĺım
x→6

f(x) = 3.

3.1. Ĺımites conǫ − δ

Ejercicio 8 Demostrar porǫ − δ que
ĺım
x→5

x = 5.



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ
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Figura 3.1:f(x) = x, c = 5, L = 5.

Parte 1 Truco para encontrarδ:

Paso 1 Queremos que|f(x)−L| < ǫ, cuando|x−c| = |x−5| < δ. En este caso|f(x)−L| = |x−5| < δ,
entonces siδ = ǫ, obtenemos que|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 1.

Parte 2 Demostracíon:

Paso 1 Dadoǫ > 0, debemos encontrarδ, tal que si

0 < |x − c| < δ, entonces|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 De la parte 1, dadoǫ > 0 y δ = ǫ, como|x − c| = |x − 5| < δ es cierto, entonces siδ = ǫ, tambíen es
cierto que|x − 5| = |f(x) − L| < ǫ. �

Ejercicio 9 Demostrar porǫ − δ que
ĺım
x→1

5x = 5.



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ

Parte 1 Truco para encontrarδ:

Paso 1 Queremos que|f(x)−L| < ǫ. Sustituyendo y desarrollando|f(x)−L| = |5x−5| = 5|x−1| < ǫ,

por otra parte tenemos que|x − 1| < δ, por lo tanto lo primero será cierto siδ =
ǫ

5
.

Paso 2 Esto puede apreciarse en la figura 2.

Parte 2 Demostracíon:

Paso 1 Dadoǫ > 0, debemos encontrarδ, tal que si

0 < |x − c| < δ, entonces|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 De la parte 1, dadoǫ > 0 y δ =
ǫ

5
, tenemos|x−c| = |x−1| < δ =

ǫ

5
, entonces5|x−1| = |5x−5| < ǫ,

es decir|f(x) − L| = |5x − 5| < ǫ. �



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ
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Figura 3.2:f(x) = 5x, c = 1, L = 5.



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ
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Figura 3.3:f(x) = x/2, c = 4, L = 2.

Ejercicio 10 Demostrar porǫ − δ que

ĺım
x→4

x

2
= 2.

Parte 1 Truco para encontrarδ:

Paso 1 Queremos que|f(x) − L| < ǫ, entonces:|f(x) − L| = |x
2
− 2| =

1

2
|x − 4| < ǫ, por otra parte

tenemos que|x − 4| < δ, por lo tanto lo primero será cierto si tomamosδ = 2ǫ

Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 3.

Parte 2 Demostracíon:

Paso 1 Dadoǫ > 0, debemos encontrarδ, tal que si

0 < |x − c| < δ, entonces|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 De la parte 1, dadoǫ > 0 y δ = 2ǫ, como|x − c| = |x − 4| < δ = 2ǫ, entonces
1

2
|x − 4| < ǫ, es decir

|f(x) − L| = |x
2
− 2| < ǫ. �

Ejercicio 11 Demostrar porǫ − δ que
ĺım
x→c

ax + b = ac + b.



3.1. ĹIMITES CON ǫ − δ

Parte 1 Truco para encontrarδ:

Paso 1 Queremos que|f(x) − L| < ǫ, entonces. De los problemas anteriores podemos inferir que si

tomamos aδ =
ǫ

a
, podemos mostrar lo requerido.

Parte 2 Demostracíon:

Paso 1 Dadoǫ > 0, debemos encontrarδ, tal que si

0 < |x − c| < δ, entonces|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 De la parte 1, dadoǫ > 0 y δ =
ǫ

a
, como |x − c| < δ =

ǫ

a
, entonces|ax − ac| < ǫ, es decir

|ax − ac + b − b| = |ax + b − (ac + b)| = |f(x) − L| < ǫ. �



3.2. ĹIMITES CON SIMPLE EVALUACIÓN

Ejercicio 12 Demostrar porǫ − δ que
ĺım
x→0

xsen(1/x) = 0.

Parte 1 Truco para encontrarδ:

Paso 1 Queremos que|f(x) − L| < ǫ, sabemos que|sen(1/x)| ≤ 1 se cumple siempre, por lo tanto
|xsen(1/x)| ≤ |x|.

Paso 1 Ver figura 4.

Parte 2 Demostracíon:

Paso 1 Dadoǫ > 0, debemos encontrarδ, tal que si

0 < |x − c| < δ, entonces|f(x) − L| < ǫ.

Paso 2 De la parte 1, dadoǫ > 0 y δ = ǫ, como|x − c| = |x| < δ = ǫ, entonces de parte 1,|xsen(1/x) − 0| ≤
|x| < δ = ǫ, es decir|f(x) − L| < ǫ. �
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Figura 4:f(x) = xsen(1/x)

3.2. Ĺımites con simple evaluacíon
En muchos casos, calcular un lı́mite es muy simple, por ejemplo si la función es continua. Entonces el lı́mite llega

a ser una simple evaluación.

Ejercicio 13 Encontrar
ĺım
x→1

x3 − 2x2 + 3x + 1.

Parte 1 Para funciones (continuas), donde el puntoc esta definida, el lı́mite se encuentra con simple sustitución.

Parte 2 En nuestro caso,f(1) = 3, por lo tantoĺım
x→1

x3 − 2x2 + 3x + 1 = 3.



3.3. ĹIMITES CON UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS O FACTORIZACÍON

Ejercicio 14 Encontrar

ĺım
x→−3

2

x + 2
.

Parte 1 Para funciones (continuas), donde el puntoc = −3 esta definida, el lı́mite se encuentra con simple susti-
tución.

Parte 2 En nuestro caso,f(−3) = −2, por lo tanto ĺım
x→−3

2

x + 2
= −2.

3.3. Ĺımites con una diferencia de cuadrados o factorización

Ejercicio 15 Encontrar

ĺım
x→2

x2 − 4

x − 2
.

Parte 1 La función no est́a definida enx = 2, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x2 − 4

x − 2
=

(x − 2)(x + 2)

x − 2

= (x + 2)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es4.

Ejercicio 16 Encontrar

ĺım
x→−1

x2 − 1

x + 1

Parte 1 La función no est́a definida enx = −1, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x2 − 1

x + 1
=

(x − 1)(x + 1)

x + 1

= (x − 1)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es−2.

Ejercicio 17 Encontrar

ĺım
x→a

x2 − a2

x − a



3.3. ĹIMITES CON UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS O FACTORIZACÍON

Parte 1 La función no est́a definida enx = a, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x2 − a2

x − a
=

(x − a)(x + a)

x − a

= (x + a)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es2a.

Ejercicio 18 Encontrar

ĺım
x→−1

x3 + 1

x + 1

Parte 1 La función no est́a definida enx = −1, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x3 + 1

x + 1
=

(x2 − x + 1)(x + 1)

x + 1

= x2 − x + 1

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es3.

Ejercicio 19 Encontrar

ĺım
x→−1

2x2 − x − 3

x + 1

Parte 1 La función no est́a definida enx = −1, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

2x2 − x − 3

x + 1
=

(2x − 3)(x + 1)

x + 1

= (2x − 3)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es−5.

Ejercicio 20 Encontrar

ĺım
x→−3

x2 + x − 6

x2 − 9

Parte 1 La función no est́a definida enx = −3, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x2 + x − 6

x2 − 9
=

(x + 3)(x − 2)

(x − 3)(x + 3)

=
x − 2

x − 3

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es
5

6
.



3.4. ĹIMITES OBTENIDOS MULTIPLICANDO POR EL CONJUGADO

Ejercicio 21 Encontrar

ĺım
x→4

x2 − 5x + 4

x2 − 2x − 8

Parte 1 La función no est́a definida enx = 4, pero podemos reducir la función de la siguiente manera:

x2 − 5x + 4

x2 − 2x − 8
=

(x − 4)(x − 1)

(x − 4)(x + 2)

=
x − 1

x + 2

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es
1

2
.

3.4. Ĺımites obtenidos multiplicando por el conjugado

Ejercicio 22 Encontrar

ĺım
x→0

√
x + 2 −

√
2

x

Parte 1 La función no est́a definida enx = 0, pero podemos reducir la función de la siguiente manera, multipli-
cando por el conjugado del numerador ası́:

√
x + 2 −

√
2

x
=

√
x + 2 −

√
2

x

√
x + 2 +

√
2√

x + 2 +
√

2

=
x + 2 − 2

x(
√

x + 2 +
√

2)

=
x

x(
√

x + 2 +
√

2)

=
1√

x + 2 +
√

2

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es
1

2
√

2
.
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Ejercicio 23 Encontrar

ĺım
x→3

√
x + 1 − 2

x − 3

Parte 1 La función no est́a definida enx = 3, pero podemos reducir la función de la siguiente manera, multipli-
cando por el conjugado del numerador ası́:

√
x + 1 − 2

x − 3
=

√
x + 1 − 2

x − 3

√
x + 1 + 2√
x + 1 + 2

=
x + 1 − 4

(x − 3)(
√

x + 1 + 2)

=
x − 3

(x − 3)(
√

x + 1 + 2)

=
1√

x + 1 + 2

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el lı́mite es
1

4
.

3.5. Ejercicios
Verificar que los ĺımites siguientes son correctos.

1. ĺım
x→5

x2 − 25

x − 25
= 10

2. ĺım
x→1

x2 − 7x + 6

x − 1
= −5

3. ĺım
x→2

x2 + x − 6

x2 − 5x + 6
= −5

4. ĺım
x→1

x3 − 1

x − 1
= 3

5. ĺım
x→1

x3 − 1

x2 + 3x − 4
= 3/5

6. ĺım
h→0

(2 + h)2 − 4

h
= 4

7. ĺım
x→1

(2x + 1)2 − 9

x − 1
= 15

8. ĺım
x→0

(x + 1)3 − 1

x
= 3

9. ĺım
h→0

2(h + 1)3 − 5(h + 1)2 + 3

h
= −4

10. ĺım
x→2

[
1

x − 2

6

x2 + 2x − 8
] = 1/6

11. ĺım
x→10

[
1

x − 10
− 20

x2 − 100
] = 1/20

12. ĺım
h→0

1

(2 + h)2
− 1

4

h
= −1/4

13. ĺım
x→9

√
x − 3

x − 9
= 1/6
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14. ĺım
x→0

x√
7 + x −

√
7

= 2
√

7

15. ĺım
t→25

25 − t

5 −
√

t
= 10


