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Introducci on

1.1. Definicbn de funcion

Definicion 1 SeanA, B dos conjuntos diferentes del vagcentonces se define al producto cal
siano como el conjunto

Ax B={(a,b)|a€ A, be B}

6 -5 -4 -3 -2 -1

A=1{1,2,3}, B =1{1,2,3,4},
A xB={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2), (2,3),(2,4), (3,1),(3,2), (3,3),(3,4)}



1.1. DEFINICION DE FUNCION

Definicion 2 SeaR un subconjunto de un producto cartesiadok B, R se llama relacbn.

Definicion 3 SiR C A x B es una reladn tal que(a, b), (a,c) € R solo $ b = ¢, entoncesk se
llama funcbn. Al conjuntoA se le conoce como dominio yiacontradominio o codominio.

1.1.1. Ejemplos de funciones

Ejemplo de fundin



1.1. DEFINICION DE FUNCION
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Ejemplo de fundin
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1.1. DEFINICION DE FUNCION

M as ejemplos de funciones:

1.

10.

11.

12.

13.

A = { conjunto de personds
B = { conjunto de imeros reales,
R asocia a cada persona su estatura en un tiempo fijo.

. A = { conjunto de estudiantgs

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cada estudiante su promedio del bachillerato.

. A = { conjunto de estudiantds

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cada estudiante éhmero de libros que haikio.

. A = { conjunto de librog,

B = { conjunto de aimeros reales,
R asocia a cada libro elimero de pginas que tiene.

. A = { conjunto de coche},

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cada coche d@lmero de kibmetros recorridos.

. A ={dias del &o},

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cadaid el IPC de la BMV.

. A = { conjunto de algoritmo$,

B = { conjunto de imeros reales,

R asocia a cada algoritmo su tiempo de ejegn@&n una PC con procesador PlII.

. A = { conjunto de edificiog,

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cada edificio elbmero de ventanas.

. A = { conjunto de alimento},

B = { conjunto de ameros reales,
R asocia a cada alimento la cantidad de fdrats.

A = { conjunto de reales positivds
B = { conjunto de auto$,
R asocia al tiempo la velocidad que lleva.

A = { conjunto de reales positivds
B = { conjunto de particulas,
R asocia al tiempa la posicbn de la paitula.

A = { conjunto de reales positivds
B = { conjunto de aviones,
R asocia al tiempa la velocidad de un aén.

A = { conjunto de paise},
B = { conjunto de reales,
R asocia a cada fmsu PIB.



1.1. DEFINICION DE FUNCION

Propiedades lasicas de funciones:

1. SiA es el dominio de una fun@n, B su contradominio, se suele denotar a una famciomo
f:A— B.

. Una funcon es sobre sib € B existea € A tal que(a, b) € R.
. Una funcon es inyectiva sfa, b), (¢, b) € R entonces: = c.

. Si una funddn es sobre e inyectiva se llama biyectiva.

. Si(a,b) € R (es un elemento de una fubai), tambén se suele escribir cono— b.

. Dado un elementa en el dominio4, y (a,b) € f, entonced se llama imagen de y se
denota comgf(a) = b.

. Dado un elementé € B, el conjunto de elementas € A, tales quef(a) = b se llama
imagen inversa d&

M as ejemplos de funciones:

1. f:R—- R,z 22
Es la funcén que a cadaimmero le asocia su cuadrado.

2. f:R>R,z—x+2.
Es la funcén que a cadaimmero le asocia el mismaimero nas dos.

3. fiR—=R,z— +/z.
Es la funcon que a cadalmmero le asocia su tacuadrada.

4. f:R—- R,z — —=x.
Es la funcon que a cadalmmero le asocia su inverso aditivo.
1
5 f:R—{0} >R,z — —.
Es la funcén que a cadaimmero le asocia su inverso multiplicativo.

6. f:R—{0} >R,z 23
Es la funcon que a cadaimero le asocia su cubo.

7. [ RoRz— |z
Es la funcon que a cadalmmero le asocia su valor absoluto.




Funciones b asicas

Observacbn: se suele llamar dominio natural de una fumigj al conjunto de ameros reales donde la
regla de correspondencia esta definida en los reales. Se Haglar contradominio natural, a la imagen
del dominio natural, tami&n llamado rango o recorrido.

2.0.2. Clasificaodbn de funciones lasicas

Funciones polinomiales

Una funcbn polinomial tiene la formg = 2™ + ap_ 12" ' + ap_oz™ 2 + - - - + asx?® + a1z + ag
Funciones lineales

Una funcbn lineal tiene la formg = ax + b

Funciones cuadticas

Una funcbn cuadatica tiene la formg = az? + bx + ¢

Funciones racionales

P(z)

Una funcbn racional tiene la forma = —— dondeP(z), Q(x) son polinomios.

Q(x)

Funciones con races cuadradas, @bicas etc

Una funcbn con réaces cuadradas tiene la forma= /g(z), o con races dibicasy = ¢/g(x).



Funciones escalera

Funciones trigononetricas

Funciones exponenciales y log@micas

Son de la forma = €%, y = In(x)

Ejercicio 1 Estudiar la funcdn:
y=3r+1

= N W b U1 O

y=3x+1

La funciony = 3z + 1 ———————
Y ot -6 -5 -4 -3 -2 -1

1. Eldominio naturalde la funcén es el conjunto de Ic
nimeros realeR, ya que3z + 1 siempre da unimero
realy.

2. Elrangq o imagen del dominio natural son todos
reales, ya que para todo reak R existe unz tal que
flx)=y=3z+1.

y=3x+1

Intersecabn con los ejes

funcion.

secta al ejer en (—%

1 2 3 4 5 6

L 1. Siz = 0, entoncesy = 1, entonces la gfica
1 2 3 4 5 6 de la recta se intersecta (interseca,iseRAE, Re-
al Academia Esg#ola) con el ejgy en(0,1).

2. Si0 = 3z + 1, entonces = f%, y la grafica inter-

,0). El punto donde la dgfica
de la funcon intersecta al eje se le llama riz de la



Imagen e imagen inversa:
1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervald4, 7].

2. Laimagen inversalel intervalo[4,7] es el intervalc
[1,2].

Inyectividad

Lafuncibny = 3z+1, es inyectiva (efR) si puntose; # x5 tienen imagenes diferentéssi imagenes
iguales provienen de puntas iguales. En nuestro caso,igi = y», entoncesz; + 1 = 3z3 + 1, 0 sea
3x1 = 39,y ad x1 = x5. Por lo tanto la fundn es inyectiva.

Sobreyectividad

La funcibn es sobre siy, € R existex, tal que f(xg) = yo, €n nuestro caso, dadg entonces

zo = (yo — 1)/3.

_‘5 _‘5 _‘4 _‘3 _‘2 - 1 é é 4‘1 é é Funcbn inversa
-1+ . . .
/ 1. Como lafunddn es biyectiva en todg, en-
-2 tonces existe la funén inversa en tod&.

-3r 2. Lafuncbn inversa se obtiene despejando a
-4r z de la ecuadiny = 3z + 1, dondex =
y—1
_5F .
3
—6F

Ejercicio 2 Estudiar la funcon:
y=2z%>+2



y=x>+2

W b 0O

La funciony = z* + 2
1. Eldominio naturable la funcéon son los imeros reale 1-
R, ya quez? + 2 siempre da unimero realy.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

2. Elrangq o imagen del dominio natural en este cast 1
el intervalo[2, o) 4l
-3t

y=x+2
Intersecadbn con los ejes
1. Siz = 0, entonceg; = 2, entonces la gfica de la
recta se intersecta (interseca, @@AE) con el ejg/
en(0, 2).
2. Si0 = 22 + 2, pero no existe unmero real que
cumpla esta condién por lo tanto, como se observa

W b~ o

l,

I I I I I I I I I I I I
-6 -5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6

1r en la figura, la gafica no intersecta al eje La fun-
cion no tiene reces reales.

—2r
-3t

y=x>+2

Imagen e imagen inversa:
1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervald3, 6]. L L

2. En este caso lanagen inversalel intervalo[3, 6] es
[_17_2]U[271] —2}

Inyectividad

La funcion y = 22 + 2, no es inyectiva, ya que existen al menos dos pum{os: z» que tienen
imagenes iguales, por ejempt = 1, x5 = —1 ambos tienen como imagenaal

Sobreyectividad

La funcion no es sobre ya que paya= 0 no existe unz, tal que f(zy) = 0. Es decir la ecuabn
0 = 22 + 2 no tiene soluciones reales.

Funcibn inversaComo la funcbn no es biyectiva en todR, entonces no existe la furdei inversa en

todoR.



P N W o N

Funcbn inversa

1. Si consideramos a la furgci $lo con dominio
[0, 00), entonces la funén si es inyectiva, y por lo
tanto tiene inversa.

2. Lafuncbn inversa dg = 2% + 2, esz = /y — 2.



Ejercicio 3 Estudiar la funcdn:

La funcion e”

1. El dominio de la fund@n e” es el conjunto de todos

los nimeros reales.

2. Laimagen del dominio natural, o el rango de la fun-

cibne® es el intervalq0, oo).

-

-6 -5 -4 -3 -2 -1

La funcion inversa de”
1. Lafuncbny = e es biyectiva come® : R — R ..

2. Lafuncbn inversa dey = €%, se llama fundn loga-
ritmo, z = In(y), con géfica a la derecha.

N W b U1 O

-6 -5 -4 -3 -2 -1

Intersecadn con ejes, imagen e imagen inversa

1. Lafuncbny = e” no se intersecta con el eje pero
si se intersecta con el ejeen (0, e).

2. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervalde, e?] =
[2,7182,7,3890].

3. Laimagen inversael intervalofe, ¢*], es el intervalo
[1,2].

P N W b~ O
T

-6 -5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6
_1k
-2

-3




Ejercicio 4 Estudiar la funcdn:

L 1
La funcion =
X

1. El dominio natural de la funén 1 esR — {0}.
T

2. Elrango de la funéin 1 es tambenR — {0}.
x

= N W b 01O
!
|

Imagen y imagen inversa
1. Laimagendel intervalo[1, 2] es el intervald1/2, 1]. ‘ ‘

2. Laimagen inversdelintervalg1/2, 1] es el intervalo
[1,2].

A F " . . L, 1
Funcbn inversé.a funcion es biyectiva ef® — {0}, donde la fundn inversa es = —.
Y



Ejercicio 5 Estudiar la funcdn:

P N W b O

1 2 3 4 5 6

-6 -5 -4 -3 -2 -1

Rango

1. La imagen del dominio(rango) es el conjuntode
tales3z con f(z) = y, en este cas¢(z) = f(—=z),
ysi—6 <z < 6, entonced < y < 6.

2 3 4 5 6

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1
=1

Ejercicio 6 Estudiar la funcdn:

Dominio
1. Eldominio def(z) = y = +/36 — 22, es el conjunto
de rimeros reales., tales que6 — 2> > 0, es decir
donde existe una facuadrada real.

2. Resolviendo la desigualda@f — 2% > 0 < Va2 <
6, es decir|z| < 6, entonces el dominio es6 <
x < 6 6 escrito como intervald-6, 6].

Imagenes inversas

1. f71(2) = {z € Dyl f(z) = 2}, 2 = V36 — =2,
por lo tantox = £+/32, f~1(2) = {—v/32,V/32}.

por lo tantox = 0, f~'(6) = {0}.

3. f7'(6) = {z € Dy(w|f(z) =T},
fHT) =0.

T 22— 10



Dominio de la funcdn

8 -

1. El dominio (natural) de la funén es el conjunto de
nimeros reales, tales qe — 10 # 0, es decilR — o)
{5}. A
2. Laimagen del dominio es el conjunto gletales que of

Y= 9210 recorriendoz € R — {5}. Dadoy,
X — 7 _-5\
entonces = o + 5, se puede calcular excepto para —2f
Y

y = 0, por lo tanto el rango eR — {0}. _af
,6 L

Imagenes inversas

7 11

1. f4(7), 7= ———, porlo tantar = — =5,
(N, 7 95— 10’ P° o tantox 5 o)
iy g T _ 17

2. f (1),1f2x_10,porlotantmcf 5 =8,5.

7 13

717 — = —— = — =

3. 7 (-2), -2 21—10’p0r lo tantox 1

3,25.




Ejercicio 7 Estudiar la funcdn:

Dominio de la funcdn
1. El dominio (natural) de la funoh es el

conjunto de Gmeros reales, tales que:

[ —(z-1)?+1 siz>0
Y (z+1)?—1  siz<0
es real, pero es el caso donde el dominio es #do

Imagenes inversas

siz >0
siz <0
4f
i y=1-(x-1?
2,
-4 - [ 2 4
_2:
y=(x+1°>-1

~'(1/2) Laimagen inversa d&/2, es el conjuntdz € Dy ,|f(z) = 1/2}

Siz>0 a) 1/2= —(z—1)?+ 1, entoncesg = L + 1.

+2
1
b) 1 = — + 1~ 1,7071.
) 1 7
1
C) 22 = ——+1~0,2029.
) T2 7

Siz <0 a) 1/2=(z+1)® — 1, entoncesy = i\/g— 1.

b) solo la parte negativas = —\/g — 1~ —2,22.

Siz € R , entoncesf " (1/2)_{7—1—1 }[4-1,— g—l}




Combinacion de funciones:

1. Seaf unafuncdn con dominio naturaD y g otra funcbn con dominio naturaD,, entonces definimao
la funcibn (suma o restaj + g como

(f £9)(z) = f(z) £ g(z)

con dominioDy N Dy.
. Seaf una funcdn con dominio naturaD y g otra funcbn con dominio naturaD,, entonces definimo
la funcibn (producto)f - g como
(f-9)(x) = f(z) - g(x)
con dominioDy N Dy.

. Seaf una funcdn con dominio naturaD; y g otra funcbn con dominio naturabD,, entonces definimo
la funcibn (cociente)f /g como

(f/9)(x) = f(z)/g(x)

con dominioDy N (Dy — {0}).

. Seaf una funcdn con dominio naturaD; y g otra funcbn con dominio naturaD,, entonces definimo
la funcion (composidn) f o g como
(fog)(z) = flyg(x))

con dominioD oy = {z|x € Dy y g(z) € Dy}.

Definicion 4 Definiciones hsicas de funciones:
. Una funcon es estrictamente crecientersi < z» entoncesf (z1) < f(x2).
. Una funcon es estrictamente decrecientersi< x2 entonces(z1) > f(x2).
. Una funcon es par sif(z) = f(—z).
. Una funcbn es impar sif (x

2.0.3. Ejemplos sobre monotora de funciones

y=3x+2

Monotoria de la funadn 3z + 2

1. Lafuncbn es estrictamente creciente en td@tlo
Siz; < x2 entonces3z; + 2 < 3z + 2 para todo
r1,x2 € R.




Monotoria de la funddn % + 2

1. Lafuncbn es estrictamente creciente[8r+-oco)
Sizi < z2 entonces(z1)? + 2 < (z2)? + 2, Si
x1,x2 > 0.

w N O o

2. Lafuncbn es estrictamente decreciente(emo, 0) 1

Siz1 < z2 entoncegz1)? + 2 > (22)® + 2, Si T
z1,22 < 0. -1

Monotoria de la funadn <

1. Lafuncbn es estrictamente decreciente(@mH-co)

. 1 1 .
Siz1 < z2 entonces— < —, sizi, 22 > 0.
X2 X1

2. Lafuncbn es estrictamente decreciente(emo, 0)

. 1 1
Siz1 < z2 entonces— < —, Sizy,x2 < 0.

i) X1

6r y=\/;
ak
a

3r /
2,
1,
Monotoria de la funddn /= s s aal T &

. . . . -1r
1. La funcbn es estrictamente creciente en su dominio Ll
[0, +00) ya que siz1 < x2, entonces/z1 < /T2, _al
de lo contrario la funén =2 no seria creciente en los _al
positivos. sl

Monotoria de la funadn /36 — x2

1. La funcbn es estrictamente creciente f6, 0) ya
que siz; < x2, entonces:? > 3, Por ser negativos,
ahora—z? < —z3,y36 — 2} < 36 — z3, finalmente
por monotoia de la r& cuadrada,/36 — z? <

/36 — x2.

2. La funcbn es estrictamente decreciente[@6] ya
que siz; < 2, entonces: < x3, Por ser positivos,
ahora—z? > —a2,y 36 — 2 > 36 — 22, finalmente
por monotofa de la ré&z cuadrada,/36 — z? >




2.0.4. Ejemplos sobre inyectividad y sobreyectividad de funiones

Inyectividad y sobreyectividad dizc + 2

Seaf(z) =3z + 2,y f : R — R entonces:

1. Lafuncbn es inyectiva, ya que 8ic1 + 2 = 3z + 2, entonces
por propiedades de campo, al restar 2 y dividir por 3, obtenemos

X1 = T2.

2. Lafuncbn es sobre, ya que dagce Ry y = 3x + 2 entonces
exister = (y — 2)/3 tal quef(z) = y (es posible despejar un
Unicox).

Inyectividad y sobreyectividad de?

Seaf;(z) = 2z conf; : R — R, entonces:
1. Lafuncbn f; no es inyectiva, ya que §i-z)* = ().

2. Lafuncbn f; tampoco es sobre, ya que dagde- —1, no existe
z € Rtal quez® = —1.

Seafz(z) = 2% confo : R — RT , entonces:

1. Lafuncbn f» no es inyectiva, ya que §i-z)* = ().

2. Lafuncbn f» si es sobre, ya que dagoc R, siempre existe
z € Rtal quez? = y, dondex = y.

Seafs(z) = 2% confs : RT — R*, entonces:

1. Lafuncbn fs si es inyectiva, ya que §i1)* = (z2)?, entonces
r1 = I2.

2. Lafuncbn fs si es sobre, ya que dagoc R, siempre existe
z € Rtal quez” = y, dondex = \/¥.

Inyectividad y sobreyectividad dé
i
Seaf(z) = % conf: R* — R, entonces:

. . . 1 1

1. La funcbn f es inyectiva, ya que s = —, entonces; =
. 1 T2

2. Lafuncbn f no es sobre, ya que dago= 0, no exister € R

tal que0 = l.
xz



2.0.5. Ejemplos sobre composion de funciones

Composicdbn de funciones
Seaf : R — R con f(z) = 3z + 2, y la funcibn g
R — R cong(z) = —2z + 3. Entonces las composiciones son:
(fog)(x) = [fl9(z))
= f(-2z+3)
= 3(—2z+3)+2
= —6z+9+2
= —6z+11

9(f(z))

f(Bx +2)
—2(3z'+2) 2
—6x —4+2

= —6r—2

—~
Q
o
)
—
=~
8
N
Il

2.0.6. Ejemplos sobre inversa de funciones

Una funcbn f : A — B tiene inversdinica si es biyectiva, y lainversa ' : B — A, cumple quef ' o f =
fof =2

1. Lainversa de ua recta es unaregtas axz + b, entonces su inversa @s= (z — b)/a.

2. Lainversa, dg = = donde su dominio éR™ y su contradomini® ™", esy = /.

y=x

PN Wb Ao
T T T T T

3. Lainversa, dg = z? 4 3 donde su dominio eR™ y su contradominid3, +-co), esy = v/z — 3.

y=x*+3

P N W h O O N ® ©
T T T T T 1




4. Lainversa, dg = (z—1)?42 donde su dominio €4, +o0) y su contradominid2, +o0o), esy = vz — 2-+1.

F y=(xx-1%+2

PN W Dd g o N ® ©
T

—1F
_2F

-3t

. 1 L - .
5. Lainversa, dg = — donde su dominio eR* y su contradomini®™, es la misma.
x

BN WD U OO
T

6. Lainversa, dg = % donde su dominio eR — {1} y su rango (imagen del domino natural)[®%, es

y= 1 + 1, con dominioR* y rangoR — {1}.
x

BN WD U OO

7. Lainversa, dgg = ¢” donde su dominio eR — {1} y su rango (imagen del domino natural) RS, es
y= 1 + 1, con dominioR* y rangoR — {1}.
x



2.0.7. Uso de funciones en modelos concretos

10.

11.

. El producto de dosimeros positivos en 60, expresar la suma de lmsaros en fundéin de uno de ellos.

60
Sol: sear - y = 60, entoncex +y = x + —.
T

. La suma de dosiimeros no negativos es 1, exprese la suma del cuadrado de nreb dodle de cuadrado del

otro, en funodbn de uno de losimeros.
Sol: sear + y = 1, entonces:® + 2y* = x2 4+ 2(1 — z)°.

. El peimetro de un reé@ngulo es de 200 metros. Expresaérda del reé@ngulo en fundn de la longitud de

uno de sus lados.

200 — 2
Sol: se&z + 2y = 200, entoncesA(z) =z -y =z - M.

2

. La superficie de un reamgulo es de 306m?. Exprese el pémetro del redngulo en fundn de la longitud

de uno de sus lados. 200
Sol: sear - y = 300, entonces (z) = 2z + 2y = 2x + 2(—).
a

. Dada la recta + 2y = 4, expresar ebrea del reéngulo inscrito en el primer cuadrante y la recta (con sus

lados parte de los ejes, y una esquina un punto de la recta).
Sol: sear + 2y = 4, entoncesd(z) =z -y =z - — .

2
. Dada la recta que pasa por el pufo4), (z,0), (0,y) conz,y > 0. Expresar la longitud del segmento en
funcion dez. "
Sol: sea(z — 2)4/2 + 8 + 2(y — 4)/2 = zy/2, de dondelz + 2y = zy,y ad y = —TQ entonces
B —
4x
l 2 — 2 2 — 2 2'
(2)° = 2% + 9% = 0%+ (—)

. Exprese el pémetro de un cuadrado en fubaide siarea.

Sol: sead = 27, 0 sear = /A, entoncesP () = 4z = 4v/A.

. Un alambre de longitud se corta en dos partes, un trozo del alambre se dobla para formaadrado el

otro se usa para formar uirculo. Exprese la suma de lageas en funéin de la longitud de un trozo.

. Un cometa tradicional tiene longitud de sus lados superiore)ee y 30cm de longitude de sus lados

inferiores. La transversal horizontal mideExprese elrea del cometa en furigi dez.

Se desea construir una caja rectangular abierta der4%@e volumen de tal modo que el largo de su base
sea el triple de su ancho. Exprese la superficie de la caja erbfudeisu ancho.

Un tanque @nico con su punta hacia abajo tiene 5 pies de radio y 15 pies de alturagfktar le bombea
agua. Exprese el volumen de agua en fande su profundidad (El volumen de un cono%esrzh).



12.

13.

14.

15.

16.

Un modelo del crecimiento del catarro, supone que dentro dealnfecpn dep personas, la rapidez con que
crece la enfermedad es proporcional ainero: de infectados, y tamén a la cantidadp — ) de personas
no infectadas @n. Por lo tanto un modelo matético esR(i) = ki(p — ¢) dondeR(i) es la rapidez de la
infeccion del virus yk > 0 es una constante.

a) Demuestre que si la poblaci es constante, entonces la enfermedad se extiendeaorapidez cuando
exactamente la mitad de la poblacies portadora del virus.

b) Suponga que en un pueblo de 10 000 personas hay 125 enferdareiabo, y el lunes se presentan 37
casos nuevos. Estime el valor ke

¢) Usando b) determinar los nuevos casos para el martéssoies, jueves, viernes @lsado.

Dada laiheay = 2z, trazemos undmeal perpendicular al eje y seaP el punto de intersecth del y la
recta2z, y @ con el ejer. Calcular elarea del t@ngulo en fundn dex formado por los punto§), 0), P, Q.

Un autondvil A pasa por el punt® y se dirige hacia el sur a una velocidad constant&d€ph, un autondvil

B pasa por el mismo punt® 1 hora despés con rumbo al oeste con una velocidad constant&)ggh.
Exprese la distancia entre los vehlos, en fundn del tiempa, contanda a partir del momento quB pasa
porO.

En un momente = 0, dos aviones tienen una sepadaciertical delkm y se rebasan con direcciones
opuestas. Si los aviones vuelan horizontalmente con velocidade®0éph y 800kph exprese la distancia
horizontal entre ellos en furtm det.

Una alberca tiene 1 metro de profundidad en su extremo corto y dswetisu extremo hondo, tiene 10 metros
de largo y 5 de ancho. Se bombea agua a la alberca, exprese el nalehagua en la alberca en fuacide
la alturah del agua sobre el fondo.



Limites de funciones

Los limites de funciones son una de las partés komplicadas del afisis de funciones. En este reporte presen-
tamos de manera simple algunos de los ejempfas sencillos para ebiculo de Imites.

El limite de una fundin se denota comtim f(z) = b. La idea general dérhite es saber @hde se aproxima la

funcién f(z) cuandaz se aproxima @. Si la funcbn se aproxima a unimero reab Unico, entonces decimos que el
limite existe, en otro caso decimos que no existe.
En el siguiente ejemplo observamos algunos de los cagssencillos sobrérhites.

Sea la fundn f(z) definida de la siguiente manera:

22 —2, siz <2

-t si2<xz<4
fley=9 *37°
——,Sld< <0
xr—5
5 siz =6

Es decir, la fundin no esta definida en= 4, la grafica de esta funén se muestra a continuaai.



3.1. LIMITES CONe —§

LI ¢ | ¢
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|
|
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1 2 3 | 5
|
|
|
|
|
|
|
Punto 1 En el puntar = —2 de la géfica de la fundn, observamos que si nos aproximamos 2lpor abajo (por la

izquierda), la fundn se acerca a 2. Pero si nos aproximamegaor arriba (por la derecha) la furici se
aproxima a—0,4. Por lo tanto h'm2f(1:) no existe.

Punto 2 En el puntox = 0 de la géfica de la fundn, observamos que si nos aproximamo8 gbr abajo (por la
izquierda), la fundin se acerca a0,6. Si nos aproximamos @ por arriba (por la derecha) la furdci se
aproxima tamk#n a—0,6. Por lo tanto lin32f(x) =0,6.

Punto 3 En el punto 3¢ = 4 aunque la funéin no esta definida, si nos acercameaspor abajo (por la izquierda), la
funcion se acerca a -3, si nos acercamas-a 4 por arriba (por la derecha), la fulbci tambén se acerca a
y = —3. Entonces elimite existe ylin}lf(:c) =-3.

Punto 4 En el punto 4z = 5 si nos acercamos4por abajo (por la izquierda), la furézi se va a-oco, si nos acercamos
ax = 5 por arriba (por la derecha), la fudei va aco. Entonces eliite no existe.

Punto 5 En el punto 5z = 6 aunque la fundin esta definida y vale Si nos acercamostgpor abajo (por la izquierda),
la funcibn se va &, si nos acercamosaa= 6 por arriba (por la derecha), la fuldci se acerca & Entonces
lin}jf(x) =3.

3.1. Limites cone —§

Ejercicio 8 Demostrar pore — § que

lim x = 5.
x—5



3.1. LIMITES CONe —§

L+e —5— 6 g

Figura 3.1:f(z) = z,¢c=5,L = 5.

Parte 1 Truco para encontra.

Paso 1 Queremos qUf(z) —L| < ¢, cuanddz —c| = |z —5| < 0. En este casff (z) —L| = |[z—5| < 0,
entonces sb = ¢, obtenemos quff(z) — L| < e.

Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 1.
Parte 2 Demostradn:
Paso 1 Dade > 0, debemos encontrar tal que si
0 < |z —c| <4, entoncesf(xz) — L| < e.

Paso 2 De la parte 1, dado> 0y § = ¢, como|z — c¢| = |z — 5| < J es cierto, entonces 8i= ¢, tambén es
cierto quelz — 5| = |f(z) — L| < e. O

Ejercicio 9 Demostrar pore — 6 que
lim 5x = 5.

x—1



3.1. LIMITES CONe —§

Parte 1 Truco para encontrai:

Paso 1 Queremos qiif(z) — L| < e. Sustituyendo y desarrollandif(z) — L| = |5z —5| = 5|z — 1] < ¢,
por otra parte tenemos qlie— 1| < 4, por lo tanto lo primero sércierto sij =

ot o

Paso 2 Esto puede apreciarse en la figura 2.
Parte 2 Demostradn:
Paso 1 Dade > 0, debemos encontrar tal que si
0 < |z —c| < ¢, entoncesf(z) — L| < e.

Paso 2 Delaparte 1,dada> 0y = g,tenemo$x—c| =lz-1]<d= g entonce$|z—1| = [5z—5| < ¢,
es deciff(z) — L| = |5z — 5| < e. O



3.1. LIMITES CONe —§

L+e —

L—e —

cC—0 C-o

Figura 3.2:f (z) = 5x,¢=1,L = 5.



3.1. LIMITES CONe —§

4 0=2¢
3 L
L+e —— |- :
L20¢ :
L-e —/— 5 . | 5
1 o
1 2 3 4 5 6
C
c—o ()

Figura3.3:f (z) = x/2,c=4,L = 2.
Ejercicio 10 Demostrar pore — § que

Parte 1 Truco para encontra.

1
Paso 1 Queremos qug(z) — L| < ¢, entonces|f(z) — L| = % =2 = §|x — 4| < e, por otra parte
tenemos quér — 4| < 4, por lo tanto lo primero sércierto si tomamos = 2¢
Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 3.

Parte 2 Demostradn:
Paso 1 Dade > 0, debemos encontrar tal que si

0 < |z —c| <6, entoncesf(z) — L| < e.

1 .

Paso 2 De la parte 1, dada> 0y § = 2¢, como|z — ¢| = |z — 4] < § = 2, entonce&2|:c — 4| < ¢, es decir
x

f@) - Ll =15 -2 <« 0

Ejercicio 11 Demostrar pore — § que
lim ax + b = ac + b.

r—c



3.1. LIMITES CONe —§

Parte 1 Truco para encontra.

Paso 1 Queremos qu¢(z) — L| < ¢, entonces. De los problemas anteriores podemos inferir que si
€ .
tomamos & = —, podemos mostrar lo requerido.
a

Parte 2 Demostradn:
Paso 1 Dade > 0, debemos encontrar tal que si
0 < |z —c| <4, entoncesf(z) — L| < e.

Paso 2 De la parte 1, dado> 0y § = E, como|z —c| < § = E, entoncedax — ac| < e, es decir
a a
lax —ac+b—b] = |ax +b— (ac+b)| = |f(z) — L| < e. O



3.2. LUMITES CON SIMPLE EVALUACION

Ejercicio 12 Demostrar pore — § que
lfn% zsen(l/x) = 0.

Parte 1 Truco para encontra.

Paso 1 Queremos qu¢(z) — L| < ¢, sabemos quésen(1/z)| < 1 se cumple siempre, por lo tanto
|zsen(1/x)| < |z|.

Paso 1 Ver figura 4.
Parte 2 Demostradn:
Paso 1 Dade > 0, debemos encontrar tal que si
0 < |z —c| <6, entoncesf(z) — L| < e.
Paso 2 De laparte 1, dada> 0y ¢ = ¢, como|x — ¢| = |z| < § = ¢, entonces de parte [;sen(1/z) — 0] <
|z| < § =€, esdeciff(z) — L| < e. O

1.0

0.5f

71'0;
Figura 4:f(z) = zsen(1/x)

3.2. Limites con simple evaluad@n

En muchos casos, calcular imite es muy simple, por ejemplo si la fuboies continua. Entonces éhiite llega
a ser una simple evaluaci.

Ejercicio 13 Encontrar
lim z*® — 22° + 3z + 1.

T—

Parte 1 Para funciones (continuas), donde el punésta definida, eifnite se encuentra con simple sustituci

Parte 2 En nuestro casg:(1) = 3, por lo tantoh’mlyc3 — 222 + 3z +1=3.
z—



3.3. LIMITES CON UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS O FACTORIZAGDN

Ejercicio 14 Encontrar

lim
r——3

z+2

Parte 1 Para funciones (continuas), donde el punte —3 esta definida, eliinite se encuentra con simple susti-
tucion.

2
Parte 2 En nuestro casg;(—3) = —2, por lo tanto HH}BT—%Z = -2

3.3. Limites con una diferencia de cuadrados o factorizadbn

Ejercicio 15 Encontrar
iy & =2
z—2 ¢ — 2 '

Parte 1 La funcibn no esk definida e = 2, pero podemos reducir la furgei de la siguiente manera:

-4 (z—-2)(z+2)
r—2 Tz —2
= @+

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité es4.

Ejercicio 16 Encontrar
2
, ‘- —1
lim
z——1 x+1

Parte 1 La funcion no esk definida enc = —1, pero podemos reducir la fur@ci de la siguiente manera:

?-1  (z—-1)(z+1)
x+1 o x4+ 1
= (z—-1)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité es—2.

Ejercicio 17 Encontrar




3.3. LIMITES CON UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS O FACTORIZAGDN

Parte 1 La funcion no esk definida e = a, pero podemos reducir la furdei de la siguiente manera:

z? —a? _ (z—a)(x+a)
= (@+a)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité es2a.

Ejercicio 18 Encontrar
, 2 +1
lim
z——1 x+ 1

Parte 1 La funcion no esh definida en: = —1, pero podemos reducir la furgei de la siguiente manera:
?+1 (@ —z+1)(z+1)
z+1 z - 1
= z2—z+1

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité es3.

Ejercicio 19 Encontrar
22—z —3

lim
r——1 T + 1
Parte 1 La funcidn no esk definida em = —1, pero podemos reducir la furgei de la siguiente manera:
202 —x—3  (2z-3)(z+1)
z+1 B z+1
= (2z-3)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quénaité es—5.

Ejercicio 20 Encontrar
K 224+ 1—6
zin—lza 2 -9

Parte 1 La funcibn no esk definida enc = —3, pero podemos reducir la furici de la siguiente manera:

?+2-6  (z+3)(z—2)
2 —9 T (z-3)(z+3)
=2
T z-3

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité esg.



3.4. LIMITES OBTENIDOS MULTIPLICANDO POR EL CONJUGADO

Ejercicio 21 Encontrar
lim x? — 5z +4
z—4 32 —2x — 8

Parte 1 La funcibn no esk definida e = 4, pero podemos reducir la furgei de la siguiente manera:

2> —bz+4  (z—4)(z—1)
22—-2x—8  (z—4)(z+2)
_ xz=1
T ox+42

. L 1
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité esi.

3.4. Limites obtenidos multiplicando por el conjugado

Ejercicio 22 Encontrar

lim
x—0

VT +2-+/2

Parte 1 La funcion no esa definida en: = 0, pero podemos reducir la furdsi de la siguiente manera, multipli-
cando por el conjugado del numeradar. as

VZ+2-v2 _ V+2-V2Vz+2+V2

z z  Varoiv2
_ r+2—2
N x(\/m+2+\/§)
T iz r2+v2)
1
Vo242

. A 1
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité es——.

21/2



3.5. EJERCICIOS

Ejercicio 23 Encontrar
g V212

x—3 x—3

Parte 1 La funcion no esk definida enc = 3, pero podemos reducir la furgei de la siguiente manera, multipli-
cando por el conjugado del numeradar. as

VEFI-2 _ aFI-2/F1+2
z—3 z—3 Jr+1+2
r+1—4
(z-3)(vVz+1+2)
r—3
(z—-3)(vVz+1+2)
1
Vr+1+2

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver quéneité esi.

3.5. Ejercicios

Verificar que losiimites siguientes son correctos.

2
x° — 25
1.1 1

o5 =10

2_
2 Hmm —

rz—1 ;[,'71

-5

z—0 T
3 2
9 lim 2(h+1) 5(h+1)*+3
h—0 h,
; 1 6
= ;Lné[xf2x2+2x78
p 20
lim [ =
z—10 x — 10 $2 — 100
1 1

-2
12. h'm(z"_hi4
h—0 h

-3

13. lim vz

z—9 x —9

=4

]=1/6

11. ] =1/20

=-1/4

~1/6



3.5. EJERCICIOS

T
14. lim ——=—— =27
e—0\/T+x —/T
15. lim 25—t =10

t—255 — \/E



