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1
El espacio R

n

1.1R
n como espacio vectorial

El espacioRn se define comon-adas de ńumeros reales, es decir:

R
n = {(x1, x2, ..., xn) | x1, ..., xn ∈ R}

Los ejemplos ḿas coḿunmente usados sonR2 y R
3. Los elementos deRn se llaman

vectores.

Operaciones enRn

La suma: se hace entrada por entrada, por ejemplo enR
3

(1, 2, 3) + (2, 3, 4) = (3, 5, 7)

La suma de vectores satisface las siguientes propiedades:

1. La suma es conmutativax + y = y + x.

2. La suma es asociativax + (y + z) = (x + y) + z.

3. Existe el vector cero, tal quex + 0 = x.

4. Para todo vectorx existe su inverso aditivo-x, tal quex + (-x) = 0.
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Es decir, los vectores enRn con la suma forman ungrupo abeliano.

Producto por un escalar:un escalar es un número real (también puede ser un com-
plejo o racional, en general un elemento de un campo). El producto escalar esta definido
por

r(x1, x2, x3) = (rx1, rx2, rx3)

El producto escalar satisface las siguientes propiedades:

1. Distributividad de un escalar sobre la suma de vectores:r(x + y) = rx + ry.

2. Distributividad de un vector sobre la suma de escalares:(r + s)x = rx + sx.

3. Asociatividad de escalares:(rs)x = r(sx).

4. 1x = x.

Es decir, los vectores enRn con la suma y el producto escalar forman unespacio
vectorial.

1.2 Propiedades básicas de un espacio vectorial

Un vectorv es combinacíon lineal de los vectoresv1, v2, .., vm si existen escalares
λ1, λ2, .., λm tales que siv = λ1v1 + λ1v2 + · · · + λmvm.

Un conjunto de vectoresv1, v2, .., vm son linealmente independientes (l.i.), si para
cualquier combinación lineal del ceroλ1v1 + λ1v2 + · · · + λmvm = 0, siempre se tiene
queλ1 = λ2 = · · · = λm = 0.

Si los vectores no sonl.i. son linealmente dependientes (l.d.)

En R
2, R3 dos vectores sonl.i. si no son ḿultiplos uno del otro. Es decir, si dos

vectores son ḿultiplos entonces sonl.d.

EnR
n un conjunto den vectoresl.i. se llama base.

EnR
2 cualquier conjunto de vectores no colineales diferentes decero son una base.
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Una deR
n base genera aRn, es decir, todo vector deRn se puede escribir como

combinacíon lineal de los vectores de la base.

La base cańonica deR3 eŝi, ĵ, k̂

Producto escalar (punto ):el producto punto esta definido para dos vectores enR
n,

por ejemplo paraR3:

(x1, x2, x3) · (y1, y2, y3) = x1y1 + x2y2 + x3y3

El producto punto satisface las siguientes propiedades:

1. x · x ≥ 0, x · x = 0 ⇔ x = 0.

2. x · y = y · x.

3. ( x + y) · z = ( x · z) + ( y · z).

4. (c x) · y = c( x · y), c ∈ R.

Dos vectoresx, y son ortogonales si y sólo six · y = 0.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(x · y)2 ≤ (x · x)(y · y)

La norma de un vectorx se define como||x|| =
√

x · x

Si x = (x1, x2, .., xn), entonces||x|| =
√

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n

Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|x · y| ≤ ||x||||y||
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x · y = ||x||||y|| cos θ

Unamétrica en el espacio vectorialRn esta definida mediante una funciónd : R
n ×

R
n → R que satisface las siguientes propiedades, llamadadistancia:

1. d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

d(x, y) = ||x − y||

La proyección del vectorx sobre el vectory es el vector

Px =
x · y
y · y

y =
x · y
||y||2 y

Producto cruz enR
3 ,

x × y = (x1, x2, x3) × (y1, y2, y3) =

∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣

||x × y|| = ||x|| ||y||| sin θ|
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Topologı́a de R

n

R
n es un espacio topológico, a partir de que es un espacio métrico con los conjuntos

abiertos convencionales.

R
n es un espacio ḿetrico con la ḿetrica definida como antes:

d(x, y) = ||x − y||

Seax0 ∈ R
n y r ∈ R un ńumero real positivo, una bola abiertaBr(x0) con centro en

x y radior es:
Br(x) = {x|d(x − x0) < r}.

Un conjuntoA ⊆ R
n es llamado conjunto abierto, si para cualquier puntox ∈ A

existe una bola abiertaBr(x) ⊆ A.

1. Cualquier uníon de conjuntos abiertos es abierta.

2. Cualquier intersección finita de abiertos es abierta.

Un conjuntoA se llama cerrado, si su complementoAc es abierto.
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SeaA ⊆ R
n, un puntox ∈ A es un punto interior deA si existe una bola abierta

Bx(r) ⊆ A. Definimos el interior deA comoInt(A) = {x|x es punto interior}.

1. Int(A) es un conjunto abierto, de hecho es el conjunto abierto más grande con-
tenido enA.

2. A es abierto, si y śolo siA = Int(A).

1. El vaćıo y R
n son abiertos y cerrados.

Seax0 ∈ R
n y r ∈ R un ńumero real positivo, una bola cerradaBr(x0) con centro

enx y radior es:
Br(x) = {x|d(x − x0) ≤ r}.

Una bola cerrada, es un conjunto cerrado.

1. Toda intersección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

2. Toda uníon finita de cerrados, es cerrado.

Seax ∈ R
n y A un conjunto, decimos quex es punto ĺımite o de acumulación deA,

si para toda bolaBx(r) entoncesBx(r) ∩ A 6= ∅.

La cerradura de un conjuntoA es definida comoA = A ∪ D(A), dondeD(A) es el
conjunto de sus puntos lı́mites.
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1. A es un conjunto cerrado.

2. A es cerrado si y śolo siA = A.

3. A es igual a la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen aA.

Un puntox deA es llamado punto frontera si para toda vecindad (abierto (bola) que
contiene ax) dex, esta interseca aA y a su complementoAc.

1. ∂A = A ∩ Ac

2. ∂A es cerrado.

3. A es cerrado si contiene a su frontera.

1. Demuestre que cualquier conjunto de vectores deR
n que contenga al vector cero

es linealmente dependiente.

2. Pruebe que el conjunto formado por un solo vector no nulo eslinealmente inde-
pendiente.

3. Si elángulo de dos vectoresa, b es30◦ y ||a|| = 6, ||b|| = 5, calcular||a× b||.
4. encuentre si existen vectores tales que

a) ||a|| = 3, ||b|| = 1, ||a + b|| = 5.

b) ||a|| = 3, ||b|| = 4, ||a + b|| = 5.

5. Escribir la rectay = −4x+2, en la forma{(x, y)|(x, y) = (0, b)+t(1,m), t ∈ R}.

6. Escribir la rectay = 5x + 2 en forma vectorial.

7. Dada la recta{(x, y)|(x, y) = (0, 3) + t(1, 2), t ∈ R} encontrar su ecuación de
maneray = mx + b.

8. Encontrar el vector proyección dex = (2, 5) sobrey = (3, 4).

9. Sea la funcíon || · || : R
3 → R que a cada vectorx deR

3 le asocia su norma||x||.
Es|| · ||, inyectiva, sobre?

10. Muestre que| ||x|| − ||y|| | ≤ ||x − y||
11. Usando la proyección de vectores calcular la distancia de un punto a una recta.
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12. Demuestre que el conjuntoS = {(x, y)|x > 0&y > 0} ⊂ R
2 es un conjunto

abierto.

13. SeaA un conjunto abierto deR2 demuestre que si quitamos un número finito de
puntos aA, A − {x1, .., xm} es abierto.

14. Seanx0, y0 dos puntos diferentes deR2, muestre que existen don conjuntos abiertos
U, V tal quex0 ∈ U , y0 ∈ V y U ∩ V = ∅.

15. SeaA = {(x, y) ∈ R
2|x2 + y2 ≤ 1}, y B = {(x, y) ∈ R

2|x2 + (y − 1)2 < 1}, es
A,B,A ∩ B abierto, cerrado, ninguno?

16. Muestre que el conjunto formado por un solo punto no es abierto.

17. Diga en cada caso si el conjunto es abierto o cerrado, o ni abierto ni cerrado.

a) A = {(x, y)|xy > 0}
b) A = {(x, y)|x > 0, y > 0, y < 2 − x}
c) A = {(x, y)||x| + |y| < 1}
d) A = {(x, y)|x = y}
e) A = {(x, y)|x2 + y2 => 1}
f ) A = {(x, y)|y < x2}
g) A = {(x, y)| sin x < 0}
h) A = {(x, y)|(y − x2 + 2)(y + x2 − 4) < 0}
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Funciones Vectoriales R → R

n

3.1. Curvas en el plano y espacio

1. Bosquejar la gŕafica de la funcíon vectorial(sin(t), 3, cos(t)).
R. Es un ćırculo con centro en(0, 3, 0).

2. Bosquejar la gŕafica de la funcíon vectorial(sin(t), sin(t),
√

2 cos(t)). R. Las ecua-
cionesx = sin x, y = sin x, z =

√
2 cos(t), satisfacen la ecuaciónx2+y2+z2 = 2,

por tanto la curva está en la esfera, adeḿasx = y, es decir es la intersección de la
esfera y el planox = y, o sea un ćırculo sobre el planox = y.

3. Encuentre la ecuación vectorial de la lı́nea que une los puntos(−2, 4, 0) y (6,−1, 2).

4. Bosquejar la gŕafica de la funcíon vectorial(e−t cos(10t), e−t sin(10t), e−t).
R. Mostrar quex2 + y2 = z2, por lo tanto la curva se dibuja sobre este cono.

5. Mostrar que la curva con ecuaciones paramétricas,(t cos(t), t sin(t), t), est́a sobre
el conox2 + y2 = z2, por lo tanto la curva se dibuja sobre este cono (observar que
z puede ser positivo y negativo).

6. Mostrar que la curva con ecuaciones paramétricas,(sin(t), cos(t), sin2(t)), es la
curva que define la intersección de las superficiesz = x2, x2 + y2 = 1.

3.2. Derivada de funciones vectoriales

1. Encontrar el vector tangente unitarioT, en el puntot = π/4, sobre la curva
(2 sin(t), 2 cos t, tan t).
R. f ′(t) = (2 cos(t),−2 sin(t), sec2(t)), f ′(π/4) = (

√
2,−

√
2, 2), y |f ′(t)| =

2
√

2. EntoncesT = (1/2,−1/2, 1/
√

2).

2. Encontrar la ecuación paraḿetrica de la ĺınea tangente de la curva
r(t) = (e−t cos(t), e−t sin(t), e−t), en el punto(1, 0, 1).
R. r′(t) = (−e−t(cos(t) + sin(t)), e−t(cos(t)− sin(t)),−e−t), si t = 0 tenemos el

Sugerencia: Completé la re-
spuesta de los siguientes ejer-
cicios.
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punto(1, 0, 1), por lo tanto el vector tangente esr′(0) = (−1, 1,−1). Por lo tanto
la lı́nea tangente es:(1 − t, t, 1 − t).
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3 Demostrar
d

dt
(r(t) × r′(t)) = r(t) × r′′(t).

R. Trivial.

4 Si r(t) 6= 0, mostrar que
d

dt
|r(t)| =

1

|r(t)|r(t) · r
′(t).

R. |r(t)| = (r(t) · r(t))1/2.

5 Mostrar que: siu(t) = r(t) · [r′(t)× r′′(t)], entoncesu′(t) = r(t) · [r′(t)× r′′′(t)].
Tarea.

3.3. Curvatura y longitud de arco

1. Encontrar la longitud de la curva:r(t) = (
√

2t, et, e−t) para0 ≤ t ≤ 1.

R. r′(t) = (
√

2, et, e−t), |r′(t)| =
√

(
√

2)2 + (et)2 + (e−t)2 =
√

(et + e−t)2 =

et + e−t, entoncesL =

∫ 1

0

|r′(t)|dt =

∫ 1

0

et + e−tdt = e − e−1.

2. Parametrizar la curva por longitud de arco:

a) (cos t, sin t, t) desdet = 0 en direccíon creciente det.

R.
ds

dt
= |r′(t)| =

√
2, s = s(t) =

∫ t

0

|r′(u)|du =
√

2t. Entoncest = s/
√

2,

aśı r(s) = (cos(s/
√

2), sin(s/
√

2), (s/
√

2)).

b) (2t, (1-3t), (5+4t)) del puntot = 0 en direccíon creciente det.

R. r′(t) = (2,−3, 4), |r′(t)| =
√

29. s =

∫ t

0

|r′(u)|du =
√

29t, t = s/
√

29.

r(s) = (2s/
√

29, (1 − 3s/
√

29), (5 + 4s/
√

29)).

c) (e2t cos(2t), 2, e2t sin(2t)) del puntot = 0 en direccíon creciente det.
R. r′(t) = (2e2t(cos(2t)− sin(2t), 0, 2e2t(cos(2t) + sin(2t)),−3, 4), |r′(t)| =

2
√

2e2t. s =

∫ t

0

|r′(u)|du =

∫ t

0

2
√

2e2udu =
√

2(e2t − 1).

3.4. Geometŕıa diferencial

1. EncontrarT(t) y N(T ) de la curvar(t) = (2 sin(t), 5t, 2 cos(t)).
R. r′(t) = (2 cos(t), 5,−2 sin(t)), |r′(t)| =

√
4 cos2 t + 25 + 4 sin2 t =

√
29.

T(t) =
1√
29

r′(t). T′(t) =
1√
29

(−2 sin t, 0,−2 cos t). |T′(t)| =
2√
29

. N(t) =

1/
√

29

2/
√

29
(−2 sin t, 0,−2 cos t) = (− sin t, 0,− cos t). κ =

2

29
.

2. (t2, sin t − t cos t, cos t + t sin t), t > 0.
R. Tarea.
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3. Encontrar la curvatura de la curvar(t) = (et cos t, et sin t, t), en el punto(1, 0, 0).

R. κ(t) =
|r′(t) × r′′(t)|

|r′(t)|3 =
4

25
.

4. Encontrar la curvatura dey = cos x, con la f́ormulaκ =
|f ′′(x)|

[1 + (f(x))2]3/2
.

5. Encontrar la ecuación de la paŕabola que tiene curvatura 4 en el origen.

6. Use la f́ormulaκ =
|ẋÿ − ẏẍ|

(ẋ2 + ẏ2)3/2
, para encontrar la curvatura de:

a) (et cos t, et sin t).

b) (1 + t3, t + t2).

7. EncontrarT, B, N de la curva(et, et sin t, et cos t) en el punto(1, 0, 1).
R. Parat = 0, et(1, sin t, cos t), r′(t) = et(1, sin t + cos t, cos t − sin t), T(t) =
r′(t)

|r′(t)| =
(1, sin t + cos t, cos t − sin t)√

3
. T(0) = (

1√
3
,

1√
3
,

1√
3
). T′(t) =

1√
3
(0, cos t−

sin t,− sin t−cos t). N(t) =
T′(t)

|T′(t)| =
1√
2
(0, cos t−sin t,− sin t−cos t). N(0) =

(0,
1√
2
,− 1√

2
). B(0) = T(0) × N(0) = (− 2√

6
,

1√
6
,

1√
6
).

8. Encontrar la ecuación del plano normal y osculador de la curva(2 sin 3t, t, 2 cos 3t)
en el punto(0, π,−2).

R. t = π, T(t) =
1√
37

(6 cos 3t, 1,−6 sin 3t), T (π) =
1√
37

(−6, 1, 0) es un vector

normal al plano normal, igualmente(−6, 1, 0), −6(x− 0)+1(y−π)+0(z +2) =

y − 6x = π. T′(t) =
1√
37

(−18 sin 3t, 0,−18 cos 3t), |T ′(t)| =
18√
37

. N(t) =

(− sin 3t, 0,− cos 3t). N(π) = (0, 0, 1) , B(π) =
1√
37

(1, 6, 0). ComoB es normal

al plano osculador, entonceséste esx + 6y = 6π.

9. Mostrar que la curvaturaκ cumple:
dT
ds

= κN.

R.
dT
ds

=
dT/dt

ds/dt
=

|dT
dt

|dT
dt

|dT
dt

|ds

dt

, ya que:κ = |dT
ds

| = |dT/ds

ds/dt
| =

|dT/dt|
ds/dt

, y N =

dT/dt

|dT/dt| . Entonces:
dT
ds

= κN.

10. Mostrar:

a)
dB
ds

⊥B.
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b)
dB
ds

⊥T.

c)
dB
ds

= −τ(s)N, dondeτ es llamada la torsión de la curva.

d) Para curvas planasτ = 0.

R. a)|B| = 1, B · B = 1,
d

ds
(B · B) = 0, 2

dB
ds

· B = 0,
dB
ds

⊥B.

b) B = T × N,
dB
ds

=
d

dt
(T × N)

1

ds/dt
=

d

dt
(T × N)

1

|r′(t)| = [(T′ × N) + (T ×

N′)]
1

|r′(t)| = [(T′ × T′

|T′|) + (T × N′)]
1

|r′(t)| =
T × N′

|r′(t)| .

dB
ds

⊥T.

c) B = T × N, T⊥N, B⊥T, B⊥N. B, T, N es una base ortonormal,
dB
ds

es perpen-

dicular aB y T (de a)). Por lo tanto es paralelo aN, es decir
dB
ds

= −τ(s)N donde

τ(s) es un escalar.

d) Para una curva planaT, N pertenecen en el plano de la curva, por lo que
dB
ds

= 0,

comoB es un vector constante perpendicular al plano,
dB
ds

= −τ(s)N, entonces

τ(s) = 0.

11. F́ormulas de Frenet-Serret.

a)
dT
ds

= κN.

b)
dN
ds

= −κT + τB.

c)
dB
ds

= −τN.

R. a) problema 9. c) problema 10 c).

b) N = B × T,
dN
ds

=
d

ds
(B × T) =

dB
ds

× T + B
dT
ds

= −τN × T + BκN =

−τ(N×T)+κ(B×N). PeroB×N = B× (B×T) = (B · T)B− (B ·B)T = −T.
dN
ds

= τ(T × N) − κT = −κT + τB.
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Funciones de Varias Variables R

n → R

4.1. Gráfica de funciones

1. Encontrar el dominio de la función ln(x + y − 1).
R. y > 1 − x.

2. Encontrar el dominio de la función
√

1 + x − y2.
R. x ≥ y2 − 1.

3. Encontrar el dominio de la función e
√

z−x2−y2

.
R. z ≥ x2 + y2.

4. Encontrar el dominio de la función ln(25 − x2 − y2 − z2).
R. x2 + y2 + z2 < 25.

5. Encontrar el dominio de la función
√

x + y.
R. y ≥ x.

6. Encontrar el dominio de la función
√

x +
√

y.
R. y ≥ 0 x ≥ 0.

7. Encontrar el dominio de la función ln(9 − x2 − 9y2).

R.
x2

9
+ y2 < 1.

8. Encontrar el dominio de la función
x − 3y

x + 3y
.

R. x + 3y 6= 0.

9. Encontrar el dominio de la función
3x + 5x

x2 + y2 − 4
.

R. x2 + y2 − 4 6= 0.

10. Encontrar el dominio de la función
√

y − x ln(y + x).
R. y ≥ x, y > −x.

Sugerencia: bosquejé la gŕafi-
ca del dominio.
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11. Encontrar el dominio de la función

√
y − x2

1 − x2
.

R. y ≥ x2, x 6= ±1.

12. Encontrar el dominio de la función
√

x2 + y2 − 1 + ln(4 − x2 − y2).
R. x2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 < 4.

4.2. Derivada parciales

1. Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones, respecto de todas las
variables.

a) f(x, y) = 3x2 − 2y4.

b) f(x, y) = xe3y−2x.

c) f(x, y) = y ln(xy).

d) f(x, y) = x−2
y+2

.

e) f(x, y) = xy.

f ) f(x, y) = sin xy cos(y + x).

g) f(s, t) = st2/(s2 + t2).

h) f(x, y) = x ln(x2 + y2).

i) f(s, t) = arctan(s2
√

t).

j) f(x, y) = xey/x.

k) f(x, y) =

∫ x

y

cos(t2) dt.

l) f(x, y, z) = ln(x + 2y + 3z).

m) f(x, y, z) = x2eyz.

n) f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2.

ñ) f(x, y, z) = xyz

.

o) f(x, y, z, t) = xyz2 tan(xyzt).

p) u =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 + · · · + x2

n.

q) u = sin(x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn).

r) f(x, y, z, w, t) = xyz
w

t

.

s) f(x, y, z, w, t) = xyyzzwwt.

2. Calcular∂z
∂x

y ∂z
∂y

.

a) z = f(x) + f(y).

b) z = f(x + y).
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c) z = f(x)f(y).

d) z = f(xy).

e) z = f(x/y).

3. Verificar si el teorema de clairaut es cierto para las siguientes funciones.uxy = uyx.

a) u = x sin(x + 2y).

b) u = x4y2 − 2xy5.

c) u = ln(
√

x2 + y2).

d) u = xyey.

4. Verificar que la funci?nu = e−α2k2t sin kx es soluci?n de la ecuación de calor

ut = α2uxx

5. Determinar cuales de las siguientes funciones es solución de la ecuación de Laplace

uxx + uyy = 0

a) u = x2 + y2.

b) u = x2 − y2.

c) u = x3 + 3xy2.

d) u = ln(
√

x2 + y2).

e) u = sin x cosh y + cos x sinh y.

f ) e−x cos y − e−y cos x.

6. Mostrar, si la funcíonu = 1√
x2+y2+z2

, es solucíon de la ecuación de Laplace en tres
dimensionesuxx + uyy + uzz = 0.

7. Mostrar que las siguientes funciones son soluci?n de la ecuacíon de ondautt =
a2uxx.

a) u = sin(kx) sin akt.

b) u = t/(a2t2 − x2).

c) u = (x − at)6 + (x + at)6.

d) u = sin(x − at) + ln(x + at).

8. Mostrar que la funciónu(x, t) = f(x + at) + g(x− at) es solucíon de la ecuación
de onda.
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9. Siu = ea1x1+a2x2+···+anxn, dondea2
1 + a2

2 + · · · + a2
n = 1, mostrar que

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · · + ∂2u

∂x2
n

= u

10. Mostrar que la función z = xey + yex es solucíon de la ecuación

∂3z

∂x3
+

∂3z

∂y3
= x

∂3z

∂x∂y2
+

∂3z

∂x2∂y
.

11. Mostrar que la funciónP = bLαKβ, satisface la ecuación:

L
∂P

∂L
+ K

∂P

∂K
= (α + β)P

Encontrar la diferencial de la función:

a) w = y cos(xy).
R. dw = −y2 sin(xy)dx + (−xy sin(xy) + cos(xy))dy.

b) El largo y ancho de un rectángulo se miden de 30 cm y 24 cm respectivamente,
con un error en la medición en ambos de 0.1 cm cada uno. Use la diferencial
para estimar el ḿaximo error el en ćalculo delárea del rect́angulo.
R. dA = ∂A

∂x
dx + ∂A

∂y
dy = ydx + xdy = 24(0,1) + 30(0,1) = 5,4cm2.

c) Las dimensiones de una caja rectangular miden 80 cm 60 cm y 50cm respec-
tivamente, con un posible error de 0.2cm en cada medida. Use la diferencial
para estimar el ḿaximo error en calcular eĺarea de la superficie.S(x, y, z) =
2(xy + xz + yz)
R. dS = ∂S

∂x
dx + ∂S

∂y
dy + ∂S

∂z
dz = 2(y + z)dx + 2(x + z)dy + 2(x + y) =

220(0,2) + 260(0,2) + 280(0,2) = 152cm2.

d) Estime la cantidad de lata en una lata cerrada con diametro de 8 cm y altura
de 12 cm, si la lata tiene un grosor de 0.05 cm.
R.

a) Encontrar la derivada direccional def en el punto dado y la dirección indicada
por elánguloθ.

1) f(x, y) = x2y3 − y4 (2, 1) θ = π/4.
2) f(x, y) =

√
5x − 4y (4, 1) θ = −π/6.

3) f(x, y) = x sin xy (2, 0) θ = π/3.

b) Encontrar la raźon de cambiof en el puntoP en la direccíon del vectoru.

1) f(x, y) = 5xy2 − 4x3y P = (1, 2) u = (
5

13
,
12

13
).

2) f(x, y) = y ln x P = (1,−3) u = (−4

5
,
3

5
).

3) f(x, y, z) = xe2yz P = (3, 0, 2) u = (
2

3
,−2

3
,
1

3
).
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4) f(x, y, z) =
√

x + yz P = (1, 3, 1) u = (
2

7
,
3

7
,
6

7
).

c) Encontrar la derivada direccional de la funciónf en el puntoP en la direccíon
del vectorv.

1) f(x, y) = 1 + 2x
√

y, P = (3, 4), v = (4,−3).
2) f(x, y) = ln(x2 + y2), P = (2, 1), v = (−1, 2).

3) f(x, y) = x2ey, P = (2, 0), v = î + ĵ.

4) f(x, y) = sin ye−x, P = (0, π/3),v = 3̂i − 2ĵ.

5) f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2, P = (1, 2,−2), v = (−6, 6,−3).
6) f(x, y, z) = x/(y + z), P = (4, 1, 1), v = (1, 2, 3).
7) f(x, y, z) = (x + 2y + 3z)3/2, P = (4, 1, 1), v = (1, 2, 3).

d) Encontrar la ḿaxima raźon de cambio def en el punto dado y la dirección en
donde ocurre.

1) f(x, y) = y2/x, P = (2, 4).
2) f(x, y) = ye−x + xe−y, P = (0, 0).
3) f(x, y) = sin(xy), P = (1, 0).
4) f(x, y, z) = x2y3x4, P = (1, 1, 1).
5) f(x, y, z) = ln(xy2z3), P = (1,−2,−3).
6) f(x, y, z) = tan(x + 2y + 3z), P = (−5, 1, 1).



5
Máximos y Mı́nimos

5.1. Máximos y Mı́nimos locales

Una funcíon de dos variables tiene un máximo local en(a, b), si f(x, y) ≤ f(a, b)
∀(x, y) ∈ V(a,b). El valor f(a, b) es el valor ḿaximo local. De manera similar se
define un ḿınimo local.

Si f tienen un ḿınimo o ḿaximo local en(a, b) y las parciales de primer orden def
existen, entoncesfx(a, b) = 0 y fy(a, b) = 0.

Un punto(a, b) es llamado critico def si fx(a, b) = 0, fy(a, b) = 0, o si alguna de
las derivadas no existe.

Criterio de la segunda derivada; Si las segundas derivadas parciales def son con-
tinuas en una vecindad de(a, b) y fx(a, b) = 0, fy(a, b) = 0. SeaD(a, b) =
fxx(a, b)fyy(a, b) − (fxy(a, b))2, entonces:

a) Si D > 0, y fxx(a, b) > 0, entoncesf(a, b) es un ḿınimo local.

b) Si D > 0, y fxx(a, b) < 0, entoncesf(a, b) es un ḿaximo local.

c) Si D < 0, entoncesf(a, b) no es ni ḿınimo ni máximo local, llamado punto
silla.

5.2. Máximos y Mı́nimos absolutos

Si f es continua en un conjunto compacto (cerrado y acotado)D, entoncesf alcanza
un valor ḿaximo absoluto y un valor ḿınimo absoluto en algunos puntos deD.


