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Capitulo 1
Logica

1.1. Definiciones

Definicion 1 Una proposicion es una expresion lenguistica que solo podemos decir que sea falsa o
verdadera, pero no ambas a la vez (principio del tercero excluido).

Decir si las siguientes expresiones son o no proposiciones.

1. Elreloj marca las doce del dia.

2. Los autobuses llegan en la tarde.

3. !'Dénde esta mi perro!!

4. Dos maés tres es igual a cinco.

5. Todo nifio del mundo tiene un carrito.

6. Al menos un dia del afno llueve.

Definicién 2 En matemdticas la marioria de expresiones son proposiciones.

1.1.1. Negacion NOT

Definicion 3 La negacion de una proposicion es aquella que cambia el valor verdadero a falso y el
falso a verdadero, es un operador unario, es decir, se aplica solo a una proposicion. Escrita también

como —P, P.
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1.1.2. Disyunciéon OR

Definicion 4 La disyuncion (inclusiva, operador binario) de dos proposiciones es falsa si ambos
disyuntos son falsos, en otro caso es verdadera. Escrita también como o.

P/ Q PVQ
\Y

|| < <
| < <| <

| <| o

1.1.3. Conjunciéon AND

Definicion 5 La conjuncion (operador binario) de dos proposiciones es verdadera si ambos conjun-
tos son verdaderos, en otro caso es falsa. Escrita también como N 6 y.

P Q P&LQ
v

|| <] <
| | | <

| <|

1.1.4. Condicional IF

Definicién 6 La condicional (operador binario) se aplica a dos proposiciones, donde a la primera se
le llama antecedente y la segunda consecuente. El condicional es falso en el caso de que el antecedente
sea falso y el consecuente verdadero. En cualquiero otro caso el condicional es verdadero. Escrita
también como P D Q).

o)
o)
(@)

<| < <

| < <
| <| | <@

1.1.5. Equivalencia (bicondicional, IF AND ONLY IF)

Definicion 7 La equivalencia (operador binario) se aplica a dos proposiciones, es verdadero si am-
bas tienen el mismo valor de verdad, es falso si tienen diferentes valores de verdad. Escrita también
como: para que P es necesario y suficiente que Q, o =.

P Q P=Q

VIV v
V| F F
F|V F
F| F \Y%

1.1.6. Disyuncion XOR

Definicion 8 La disyuncion (exclusiva, operador binario) de dos proposiciones es verdadera si am-
bos disyuntos tienen diferente valor, en otro caso es falsa. Escrita también como EOR, EXOR.

P Q PHQ
V| F

|| <] <
| <|
| <| <
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1.1.

7. Tautologia y contradicciéon

Definicion 9 1. Una proposicion que es siempre verdadera se llama tautologia.

2
3

. Una proposicion que es siempre falsa se llama contradiccion.

. Una proposicion que es falsa unas veces y otras verdadera se llama contingencia.

Las siguientes proposiciones son tautologias:

1.

2
3.
4

g2 & & @

10.
11.

12.

13.

14

1.1.

La ley de la contradiccién —(P & —P).
. Laley del tercero excluido P V —P.
Le ley de la noble negacién P < —(—P).
. (leyes de Morgan)
—(P & Q) es equivalente a =P V Q).
La negacién de una conjuncién es la disyuncion de las negaciones.
—(P V Q) es equivalente a =P & Q).
La negacién de una disyuncion es la conjuncién de las negaciones.
P = @ es equivalente a =P V Q.
P = @ es equivalente a (P & —Q).
Ley distributiva de la conjunci6 respecto la disyuncién PV (Q & R) < (PV Q) & (P V R).

Ley distributiva de la disyuncién respecto la conjuncién P & (Q V R) & (P& Q) V
(P & R).

La ley de la contraposicién (transposicion) (P = Q) < (—-Q = —P).

Ley transitiva (P = R) & (R= Q)) = (P = Q).

Ley de MPP (Modus Ponendo Ponens) o MP (Modus Ponens) o Detachment,
(P&(P=Q))=Q

Ley de MTP (Modus Tollendo Ponens)
(PVQ)&-P)=Q

Ley de la simplificacién (P & Q) = P.

. Ley de la adicién P = (P V Q).

8. Mas de la condicional

Definicion 10 La implicacion P = Q) tiene asociada:

1
2
3

. su reciproca, Q = P.
. la contrapositiva =) = —P.

. la inversa - P = —Q.

Proposicion 1 La implicacion P = @ es equivalente a su contrapositiva =) = —P.

Definicion 11 Decimos que P es condicion necesaria para que Q) si se cumle el condicional Q = P,
Q solo si P.

Definicion 12 Decimos que P es condicion suficiente para que Q) si se cumle el condicional P = (@),
P solo si Q.
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1.1.9. Cuantificadores

Definicion 13 Cuantificador universal Vx:P(x), es verdadero si en cada sustitucion de x, P(x) es
verdadero.

Definicion 14 Cuantificador existencial 3z P(x), es verdadero si P(x) es verdadero al menos para
un x.

Proposicion 2 —VaP(z) = 3z, —P(x).

Proposicion 3 -3z P(x) = Va, - P(x).

1.1.10. Argumentos validos

Definicion 15 Un argumento es una sucesion finita de n proposiciones, de las cuales las primeras
n — 1 se llaman premisas y la ultima conclusion.

Definicion 16 Dado un argumento Py, P, ..., P, el condicional P1& P& ..&P,,_1 = P, se le llama
condicional asociado.

1.1.11. Ejercicios
Verificar si los siguientes argumentos son o no vélidos.
1. Ejercicio 1
a) s & c.
b) w = s.

c) ~w =t.
d) t=h.

~ h.
2. Ejercicio 2, demostrar:

a) m es numero entero.

b) 3n + 2 es nimero entero impar.
Entonces, n es impar.
3. Ejercicio 3

a) (aVvb)=c.
b) e = f.
c) ~a=e.
d) k£ & —e.
F e
4. Ejercicio 4
a) (a=10b) = (cVd).
b) (cVvd) = k.
c) k=e.
d) —e & —a.

F =(a=0).
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5. Ejercicio 5

a) (aVb) = —c
b) aVk.
c) k.

= ﬁ(C \Y k)
6. Ejercicio 6

a) f= g
b) —f = (h = —g).
¢) (miV—h)=g.
d) —i.

F —h.

7. Ejercicio 7

a) m=n.
b) =(nVc).
c) mVb.

F b
8. Ejercicio 8

a) g =r1.
b) —s = (t = u).
c) sV(gVit).
d) —s.
F orVau.

Definicion 17 Un argumento es vdlido o correcto si el condicional asociado es verdadero.
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Conjuntos

2.1. Definiciones

Definicion 18 Un conjunto es una coleccion de objetos que cumplen cierta propiedad.

Definicion 19 La relacion x € A es una propocicion que es verdadera si el elemento x estd en el
conjunto A. Es falsa si el elemento x no estd en el conjunto A.

Observece que la negacién de = € A es decir —(z € A) se puede escribir como x ¢ A.
Un conjunto de puede denotar de acuerdo a la caracteristica que tienen sus elementos, {z | P(x)},
por ejemplo

1. {z € N | es es nimero par}.
2. {z € N | es es primo}.

O de manera explicita, escribiendo sus elementos.
Ejemplos de conjuntos:

1. N={1,2,3,..}.

2. Z={.,-2,-1,0,1,2,..}.
3. Q= {%|a7be Z,b # 0}.

4. R = { Ndmeros reales }.

5. C = { Ndmeros complejos }.

Axioma 1 (de la especificacion): para cada conjunto y para cada condicion S(x), existe un conjunto
B de elementos que estdan en A'y cumplen S.

B = {z|(zx € A) & S(z)}
Axioma 2 (de la extension): dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
A=B

=
Ve,xe A=z€B) & (Ve,xe B=z € A)
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Axioma 3 (de la union): para dos conjuntos A, B existe otro que contienen todos los elementos de
ambos conjuntos.
AUB={z|(x € A) V (z € B)}

Axioma 4 (de la interseccion): para dos conjuntos A, B existe otro que contienen a los elementos
que estdn en ambos conjuntos.

ANB={z|(x € A)& (z € B)}
Definicion 20 Un conjunto A esta contenido en un conjunto B si:

Ve,r € A= x€B

Axioma 5 (de la potencia): para todo conjunto A existe otro llamado el potencia que consiste en el
conjunto de todos los subconjuntos de A.

P(A) ={B|B C A}
Definicion 21 Existe un conjunto llamado vacio ) tal que no tiene elementos.

Definicion 22 Existe un conjunto llamado complemento de A que consiste de los elementos que no
estdn en A.

A° = {z]z ¢ A}

Definicion 23 Dados los conjuntos A, B la resta de A — B es el conjunto de elementos que estdn en
A, pero no en B.
A—B={zlxrc A&z ¢ B}

Definicién 24 Dados los conjuntos A, B la resta simetrica se define como:
AAB=(A-B)U(B-A)

Propiedades, operaciones entre conjuntos:

I. (A9)¢=A

2. hc A

3. AC A

4. SiAC By B C C,entonces A C C.
5. AnNB=BnNA.

6. AUB=BUA.

7. AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC).

8. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
9. (ANB)® = A°U B°.

10. (AU B)® = A°n Be.

11. C—(ANB)=(C—-A)U(C - B).
12. C—(AUB) = (C — A)n(C — B).
13. AN(B-C)=(AnB)-C.
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

A—B={(siysélosi A C B.
ANA = 0.

ACB<s ANB=A.

ACB& AUB=B.

ACB& A—B=.
ACBNC&ACB & ACC.
BUCCA&BCA & CCA.
A—B=(AUB)-B=A—(ANB).
ANB=A—(A-B).
A—(B=C)=(A-B)U(ANC).
A= Bsiysélosi AAB = 0.
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Estructuras algebraicas

3.1. Grupos

Definicion 25 Sea G un conjunto y + una operacion binaria de G x G en G, es decir toma dos
elementos de G y le asocia otro del mismo G. Entonces si:

1. + es cerrada, es decir Vg1, 92 € G, g1+ g2 €G.

2. Es conmutativa, es decir Vg1, go, g1+ 92 = g2+ g1.

3. Es asociativa, es decir Vg1, g2, g3, g1+ (92 + g3) = (g1 + 92) + gs.

4. Existencia del neutro aditivo, es decir 30 € G~ Vg € G, 0+g=9g+0=0.
b}

. Existencia de los inversos aditivos, es decir Vg€ G d—g e G
g+(=9)=(-9)+9=0.
G se llama grupo abeliano.
Definicion 26 Sea R un conjunto con dos operaciones +, - binarias de G X G en G. Entonces si:
1. (G,+) es un grupo abeliano.
2. Es asociativa, es decir  Vg1,92,93, g1 (92 -93) = (91 - g2) - 93
3. Esdistributivo  Vq1,92,93, g1 (92 +93) = (g1 - 92) + (91 - g3)-
G se llama anillo.
Definicion 27 Sea R un anillo. Entonces si:

1. Es conmutativa con el producto, es decir Vg1, go, g1 - g2 = go + g1, se llama anillo
conmutativo.

2. Existencia del neutro multiplicativo, es decir 31 € G~ Vg € G, l-g=9g-1=g, se
llama anillo con identidad.

3. No tiene divisores de cero, es decir Vg1, g2, ¢1-92 = 0 implica que g1 = 06 g5 = 0, se llama
dominio entero.

4. Ademds tiene la propiedad de euclides, se llama dominio entero euclidiano.
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Definicion 28 Sea R un anillo conmutativo con identidad. Entonces si:

1. R* es grupo abeliano.

Se llama campo.

Propiedades de grupo abeliano de los R con la suma (R, +).

1.
2.

Para todo reales a, b, entonces a + b € R, (cerradura).
Pata todo reales a, b, entonces a + b = b + a, (conmutatividad).
. Para todo reales a, b, ¢, tenemos que a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, (asociatividad).

Existe un elemento 0 € R, llamado cero, talque a +0 = 0+ a = a, \/ a € R, (existencia del
neutro aditivo).

. Paratodo a € R, existe un real llamado inverso aditivo (—a), tal que a+(—a) = 0, (existencia
del inverso aditivo).

Propiedades de grupo abeliano de los R con el producto (R*, ), R* =R — {0}.

—_—

2.

. Para todo reales a, b, entonces a - b € R, (cerradura).
Pata todo reales a, b, entonces a - b = b - a, (conmutatividad).
Para todo reales a, b, ¢, tenemos que a - (b- ¢) = (a - b) - ¢, (asociatividad).

Existe un elemento 1 € R, llamado uno, talque a -1 = 1-a = a, \/ a € R, (existencia del
neutro multiplicativo).

Para todo a € R*, existe un real llamado inverso multiplicativo (a~!), tal que a - (a=1) = 1,
(existencia del inverso multiplicativo).

Propiedades distributiva de la suma respecto al producto en los R.

1

. Para todo reales a, b, ¢, tenemos que a - (b + ¢) = a - b+ a - ¢, (distributividad).

1. Los nimeros enteros son grupo abeliano con la suma, y son dominio entero euclidiano con el
producto.

2. Los ntiimeros racionales son campo.

3. Los nimeros reales con campo.

4. Los nimeros complejos con campo.



