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Definiciones

El siguiente método lo usaremos para obtener limites dednes def : R — R en ciertos casos
especiales.

Definicién 1 Decimos que dos funciones f, g son equivalentes en un punto zq, Si
lim i =
T—T0 g

yseescribe f ~ g.

Ejemplos de funciones equivalentes eny = 0
1. sin(z) ~ z, si(z — 0)

2. tan (x) ~ z, si(x — 0)

22
3. 1—cos(x)~7,si(x—>0)

4. e* —1~uz,si(x —0)
5. In(l1+42z)~uaz,si(x—0)
Ejemplo de funciones equivalentes emy = +o0

a) SeaP (r) = ap,z" + an_12" "1 + - -+ + ag un polinomio de grada, entonces
P (z) ~ apa™, Siz — too.



Algunas propiedades

1. Sif ~gy lim f(z) = a, entonceslim g (z) = a.
T—xT(

T—x(

Esto significa que si dos funciones son equivalentesgementonces los limites de las fun-
ciones son el mismo cuando— x.

2. Sif ~gyg~ h,entonces ~ h.
Esto significa que la equivalencia de funciones es traasitiv

3. Sif ~ f1yg~ g1 cuandor — x(, entonces g ~ f1g1y ! ~ S (xz — x).
g G

Esto significa que podemos usar la equivalencia de funcisole® productos y division ce
funciones.

4. Sig(xz) — 0 cuandor — x(, entonces:
g(z) ~sin(g(z)) ~tan (g (z)) ~In (1 + g (z)) ~ 9@ — 1, enz = xy.

Por lo tanto para calcular ciertos limites solo se subsitayfuncion equivalente en el limite, de
esta manera es posible calcular de forma rapida algundsdimi



Ejemplos

Calcular los siguientes limites

sin (J;)

1) lim

z—0 T
Como la funcién seno es equivalente a la funcigan el cerogin (x) ~ x, entonces

. sin (x . T
hmJ =lim— =1.
z—0 €T z—0x

sin ax

2) lim

xz—0sin Bz
Como se cumplen las siguientes equivalengiaswx ~ ax Y cos fx ~ (G,

, sinax . ar o«
entoncedim ———— = lim— = —.
z—0sin Bx  2—00x Jé]
Concretamente:
. sin3z . 3 3
lim = lim— = —

z—08in7x  z—07x 7

. sinmx . Tr 0w
lim — = lim— = —.
r—0SIn ex rz—0ex €
62/3x 1 2
3) lim ——, comoed®) —1 ~ g (), cong (z) = 2/3z, entonces>/3* — 1 ~oT
xTr— €T
por lo que sustituyendo
e?/3 1 2/3r 2

lim — = lim =—.
z—0 €T z—0 T 3




3. Ejemplos

3z3 5 .
%, como3z® + z + 5 ~ 323 y 42% — 3 ~ 4z, cuandor — oo

entonce

4) xlenc}o 43 — 3
) 3234+ x+5 o 32 3
In (14 tan (22 +
5) lim ( ( )),comoln (1+tan (:v2+x)) ~ tan (x2+ac) ~ 242,
x—0 2582 9
In(1+tan (2?+ 2 2
entoncedim ( ( )) = h’mm R =0
x—0 2132 x—0 2122
1 — cos . 1 — cos 2/2
6) lim %, comol — cos x ~ z%/2 sustituyendo]im w = lim x é
z—0 sin“x z—0 sin“x z—0s1n” x
2/2 2/2
2

comosin? z ~ z2. Aplicamos la equivalencia del productiom — 5

z—0sin?z  a—0 22’

1-— 1
Sim cosx 1

x—0

@—0 sin?z 2
esin(w) -1 . .
7) lim () como 5@ — 1 ~ sin(z) y tan(z) ~ x, sustituyendo|
sin(z) _ 1 :
i € _x sin () _1
z—0 tan (x) x—0 T
1—cos(t 2 :
8) HH})M* como 1 — cos(x) ~ % y tan(x) ~z, sustituyendd
T— x
2 2
t
tim SO g @ L

272 0232 2




3. Ejemplos

z—0

sin (3 .
9) lim bm;x 2) , comosin (3z) ~ 3z sustltuyenddin})

sin (3z) _ h’m3—x 3
x e—02x 2

10) lim
x—0 x

3z _
tn (L tan (% = 1)) oo (1 -+ tan (57 — 1)) ~ tan (6% — 1) ~ 37—

1~ 3z, sustituyenddin%
€r—

In (1—|—tan (631 — 1)) . 3
x 250 x

11) i
) #0201 — cos (x)

¢ 2

i 20 (z?)

tan (xQ)

z—01 — cos ()

, como tan (z?) ~ z?, y 1 — cos(z) ~ z?/2, sustituyendd

.’172

_m%$2/2 -

e(l—cos x) _ 1
————— como el=¢®) _ 1 ~ (1—cosxz) ~ x2/2, sustituyendd

R WG B
z—02x% cos T

12) lim
) x—0 xz
. ellmcosz) _q . 1—cosx . 2%/2 1
lim 5 = lim 5 = lim 5 = 5
r—0 €T r—0 xT z—0 T 2
, sin’ z sin’ z sinz sin sinz tanx .
13) lim ——— 3 = - = 5 ysinz ~ tanz ~ x
z—02% Ccos T 2x°cosx 2x°cosx 2z
sin? sin z sin _ sinztanx |

= lim ———= = fm-— = —.
z—0 22 cosx  =—0 22 z—0222 2




3. Ejemplos

sinx — sinx cosx

14) lim , comosinz — sinz cosx = sinz (1 — cosz) y sinz ~ z,
z—0 8x3
o (1 —
(1 —cosx) ~ x2/2, entonceslim SIME T ST ST limw -
) z—0 83 z—0 8x3
2 1
tfm /2 L
z—0 83 16
, In(cosz) 5
15) lim ———=, como In (cos’z) = 2In(cosz) tenemos queln(cosz) =
z—0 tan (z2)
1
3 In (cos?z) y como sin®z + cos’z = 1, tenemos queln(cosz) =

2 2

1

3 In (1 — sin® x) y In (1 — sin? :z:) ~ —sin®z ~ —x? y por otro ladotan 22 ~ z

In (cos z) 11n (1 — sin? x) 1 —z2

con 0, entonceslim ——~ = lim-——+— = - lim, .0 — =
o o0 tan (z2) z—02  tan (z2) g =07

1

3"




