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Definiciones

El siguiente método lo usaremos para obtener limites de funciones de f : R — R en ciertos casos
especiales.

Definicion 1 Decimos que dos funciones f,qg son equivalentes en un punto x, si

lim S = 1y seescribe f ~ g.

T—T0 g
Ejemplos de funciones equivalentes en zy = (
1. sin(x) ~z (z — 0)

2. tan(z) ~z (x — 0)

22
3. 1fcos(x)~?(xﬂ0)
4. e* =1~z (z—0)
5.m(1+2z)~z(z—0)

Ejemplo de funciones equivalentes en 2o = oo

a) Sea P (r) = apa™ + ay_12" " + - -+ + ag un polinomio de grado n, entonces
P(z) ~apa™ (x — £0)



Algunas propiedades

1. Sif~g,y lim f(x) = a,entonces lim g (z) = a.
T—x0 T—T(

Esto significa que si dos funciones son equivalentes en zq, entonces los limites de las fun-
ciones cuando z — x( es el mismo.
2. Sif~gyg~ h,entonces f ~ h.

Esto significa que la equivalencia de funciones es transitiva.

3.Sif~fiyg~a (m—>x0)7entoncesfg~flgl7gwg—l(x—>x0).
1

Esto significa que podemos usar (pasa) la equivalencia de funciones sobre productos de fun-
ciones y division de funciones.

4. Sig(xz) — 0 (z — ), entonces:

g (z) ~sin (g (z)) ~tan (g (z)) ~In (1 + g ()) ~ €9 — 1, en x = 0.

Para el calculo de ciertos limites solo se substituyen la funcién equivalente en el limite y asi poder
calcular de forma répida algunos limites.



Ejemplos

Calcular los siguientes limites (en cada uno se aplica alguna propiedad listada antes)

sin ()

1) lim

Tr—x0

(c6mo la funcién seno es equivalente a la funcién z, sin (x) ~ x), en-

tonces simplemente sustituyendo,
., sin(x . x

lim ( )= lim —

T—x0 €T Tr—To

=1




3. Ejemplos

2) 1i

, sinax

m
z—0sin Bz

(cémo tenemos las siguientes equivalencias: sin ax ~ ax y cos Sz ~ [z ),

. . sinax B azr
entonces sustituyendo lim — =lim,_,0 —
z—0s8in Bz Bx

@

. sin3z . 3r 3
lim — = lim— = —-.
z—08in7x z—07x 7

sin wx B T

im — =lim— = —

z—0siner z—0ex e

2/3z __ 1
3) lim <
x—0 X
2
(c6mo e9®) — 1 ~ g (x), con g () = 2/3z, entonces e2/3% — 1 Ngx,)
23w 2/3
por lo que sustituyendo 1im S o lm 2/3z
x—0 X x—0 X
_ 2
-3
323 5
4) lim “3_7”@4— (c6mo 323 + x + 5 ~ 32% y 423 — 3 ~ 4, cuando © — 00)
z—oo 43 — 3
. . 3 +ax45 . 323 3
entonces, sustituyendo lim ————— = 1 =

= lim — = -
z5o0 43 —3 0043 4




3. Ejemplos

In (1 + tan (m2 + x))

5) ilg%) 572 (comoln (1 + tan (22 + z)) ~tan (22 + ) ~ 2% +x)
. , ln(1+tan(:z:2+:r))_ ) x2+x_
entonces, sustituyendo 3112% 972 = 91611% 52

1—cosz 1 — cos 2/2
6) lim ———— (cémo 1 — cosa ~ 22 /2) sustituyendo, Hm$ = lim x é
z—0 sin“x z—0 gin“x z—0s1In” x
(y cémo sinz ~ x?) (Aplicamos la equivalencia del producto) sustituyendo,
2/2 2/2 1 — cos 1
lim = / = lim 2 / entonces h’m$ ==
z—0gin’x  =—0 22 t—0 sin”x 2
esin(m) _ in(z)
7 lim —— como e\ — 1 ~ sin(x tan (z) ~ x) sustituyendo,
) dim S (¢) y tan(x) ~ @) sustitay
sin(z) _ 1 :
i S =g S@)
z—0 tan (x) z—0 T
1 — cos (tan (x z2
8) lim # (cémo 1 — cos (z) ~ — y tan (z) ~x) sustituyendo,
r—0 xT 2
2 2
t 1
G C))

1m — = -
z—0 2%2 x—0 2%2 2




3. Ejemplos

3 3
9) lim S0 (32) 6mo sin (32)
sin (3z) 3z 3
m =lim— = —
z—0 2z z—02x 2

~3z) sustituyendo

In (1 + tan (63” — 1))
T

lim
x—0

10)

1 ~ 3z ) sustituyendo

3z _
- In (1 + tanz(e 1))

x—0

(cémo In (1 + tan (631 — 1)) ~ tan (63“" — 1) ~ €37 —

3
—1im = =3
x—0 T

r—0 x

tan (acg) .
11) };13%1 —os (2) (cémo tan (z%) ~ 2%, y 1 — cos(z) ~ 2?/2 ) sustituyendo
. tan (2?) x?
lim ——— = lim =
z—01 —cos (z) =—022/2
e(lfcos ) _ 1
12) h’m0 5 (como e1=¢032) _ 1 ~ (1 —cosz) ~ x2/2 ) sustituyendo
T— x
I e(l—cosz) _ 1 Y l1—cosz x2/2 1
t, 2 o acli% 2 T 20 x> n 2




3. Ejemplos

2

2

, sin® x 3 sin“ x sinz sin x sin z tan x .
13) lim -——— (c6m: 3 = = 5 ysinz ~ tanz ~ )
z—02x% cosx 2x%cosx 2x° cosx 2z
3 sin? z . sinzsinz , sinztanz 22 1
M e, M T T o2 SEe =5
z—02x%cosxr  z—0 2x%cosx z—0 2z z—02x 2

sinx —sinx cosx

14) lim (cémo sinz — sinz cosx = sinx (1 — cosz) y sinx ~ x,
z—0 8x3
sinx — sinx cos x sinz (1 —cosx
(1 —cosx) ~ x2/2 ) entonces lim ! = 1’m¥ =
x—0 8,’1}3 x—0 8:[,‘3
. xx?/2 1
lim —— = —
z—0 83 16
, In(cosz) | 5
15) lim como In(cos’z) = 2In(cosz) tenemos que In(cosz) =

z—0 tan (x2)

2

x 1, tenemos que In(cosz)

1
iln (cos2 x) y cémo sin®z + cos

2

1
3 In (1 —sin®z) y cémo In (1 — sin® ) ~ —sin® x ~ —2? y por otro lado tan z*

~ 2% con z — 0, entonces

., In(cosz) 1ln(1-sin’z) 1 —z?
_ = 7 = —limy 0 —
2—0 tan (z2)  2—02  tan (22) 2 x2
1






