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Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1. Ecuaciones lineales

Definicion 1 Una ecuacion lineal sobre el campo R es una expresion de la forma:
a171 + a2T2 + -+ + @p Ty = b,

donde los a;,b € R, y las x; son indeterminadas.

Un conjunto de valores que toman las indeterminadas 1 = ¢y, 22 = ¢3, 23 = C3, .., T, = Cp, ¢ llama
solucidn de la ecuacion lineal si es verdadera la igualdad:

aicy +ascey + -+ apc, = b.

Siempre tenemos los siguientes casos:
1. Existe una tnica solucion.
2. No existe solucion.

3. Existe mas de una solucion.
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1.1.1. Ejemplos, ecuaciones lineales y su solucién

1.1.2. Laecuacionaxr = b

1. 22 = —1, la solucidénes z = - por lo tanto existe solucién tnica.

2. 3x = 5, nuevamente la solucidon es © = 3’ una vez mas existe solucidn unica.

3. La ecuacién az = b tiene unica solucion si y sélo si a # 0, no hay solucién si a = 0,y b # 0, hay
mas de una solucién sia =0,y b = 0.

4. Sib=0ya # 0, es decir az = 0, tenemos la solucién tnica cero x = 0, también llamada solucién
trivial.

15
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Figura 1: Funcién 2z en el valor x =1
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Figura 2: Funcién 2z — 2 enel valorz =1
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1.1.3. Laecuacion ax + by = ¢

1. Sia 6 b es cero regresamos al caso anterior.

2. Unejemplo: z+y = 1, en este caso tenemos una infinidad de soluciones, las soluciones se encuen-
tran asignando un valor a una variable, ya sea z o y, posteriormente se despeja la otra variable. Sea
y = r, entonces x = 1 — r, por lo tanto el conjunto solucién es:

{1 =rr)|reR}

. . 2+3 .
3. Otro ejemplo: 2x — 3y = 2, entonces si y = r tenemos x = 5 T. Por lo tanto el conjunto

solucidn es: 243
r
(L nlre Ry

4. En este caso (ax + by = c) tenemos una ecuacion y dos variables, la resta 2 — 1 nos da el nimero de
variables a las que podemos asignarles un valor arbitrario 7. A esta variable le llamaremos variable
libre.

5. Sia=b=0,yc# 0, laecuacién no tiene solucion.
6. De nuevo si ¢ = 0, entonces la ecuacién siempre tiene la solucién z = y = 0, (la solucidn trivial).

7. Sia # 0,b # 0 entonces la ecuacion ax + by = 0 tiene mds de una solucién que se obtienen,

. . —br ) .
primero asignando y = r y entonces © = ——, entonces el conjunto solucién es:
a

(CZ ir e B)
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1.14. Laecuacion ax +by +cz =d

1. Esta ecuacidn tiene 2 variables libres, por ejemplo z,y, si asignamos valores arbitrarios a ellas
d— (bs+cr)
— 5 T).

2. Sid = 0, entonces la ecuacién siempre tiene una solucién x = y = z = 0, la solucién trivial. Las

bs + cr
otras son (———, s, 7).
a

z =r,y = s tenemos que el conjunto solucién es (

Definicion 2 Un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas es el siguiente arreglo:

a11%1 + a12T2 + 413T3 + - - + a1, Ty = by
a21%1 + A22%2 + A373 + -+ + A2pTy = b
a3171 + a32T2 + 3373 + - - +azpr, = b3
Gm1T1 + @22 + Qa3 + -+ Gmn®n = bn

donde las constantes ai1,..,015,012, --Q2ny -y Gmly s Gmns 01, -, 0m € R,y las incognitas
x1, .., Tn, Yepresentan también niimeros reales.

Ejemplos:
1.
201+ 3x9+23 = B
br1 — a9 + 213 =
—4xy +8r2+223 = 0

Es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas.

21‘1 + 3172 + I3 + 41‘4
1 — 3x9 + bry =

Es un sistema de 2 ecuaciones con 4 incdgnitas.



1.2. Sistemas de ecuaciones 2 X 2

Definicion 3 Una solucion de un sistema de ecuaciones, es un conjunto de valores que toman las
incognitas 1, .., Xy y dan como resultado que todas las igualdades del sistema de ecuaciones son

verdaderas.

1.2. Sistemas de ecuaciones 2 x 2

Los sistemas de ecuaciones mas simples son los que cuentan con 2 ecuaciones y 2 incognitas.
Geométricamente, puede interpretarse a un sistema de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas como dos lineas

rectas, entonces:

1. El sistema tiene una tnica solucidn si las rectas se intersectan en un sélo punto.

2. No tiene solucidn, si las rectas son paralelas.

3. Tiene mas de una solucion (una cantidad infinita) si las rectas son la misma .

1.2.1. Ejemplos de sistemas 2 x 2

1. Considere el sistema:

z+y = 1
r—y = -1
El sistema es equivalente a las dos rectas:
y = 1l—2
y = x+1

La solucién es la interseccién de las dos rectas, que podemos observar en la figura 3.

2. Abhora, sea el sistema:
r—y = 1
r—y = -—1
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El sistema es equivalente a las dos rectas:

= zr+1

En este caso las dos rectas son paralelas, entonces el sistema no tiene solucion, figura 4.

3. Otro ejemplo mas:

r—y = -1
20 -2y = =2
El sistema es equivalente a las dos rectas:
y = z+1
1
y = 5(2x +2)

En este caso las dos rectas son la misma, por lo tanto el sistema tiene una infinidad de soluciones,
figura 5.

< y=x+1

<— Punto de interseccién

05 1 15

Figura 3: Las rectas y =  + 1,y = 1 — = y su punto de interseccién
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15
<— y=x+1

Rectas paralelas

0.5 | /

0.5 1 15

y=x-1
\

Figura 4: Lasrectas y = x + 1,y = & — 1, son paralelas

15
/% y=x+1

La misma recta
0.5

/ - 05 1 15

2y=2x-2

1
Figura 5: Lasrectasy =z + 1,y =

5(21: — 2), son la misma

1.2.2. Solucion de un sistema de ecuaciones

Definicion 4 Dos sistemas de ecuaciones lineales se llaman equivalentes si tienen el mismo con-
Jjunto de soluciones.

Geométricamente puede verse que un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas son dos lineas rectas,
y en el caso de que haya una tnica solucidn, las dos rectas se intersectan en un punto (g, yo ). Entonces
otro sistema de ecuaciones lineales que tenga el mismo conjunto de soluciones que el anterior, serdn otras
dos lineas rectas que se intersecten en el mismo punto (xg, yo). De hecho hay en este caso una cantidad
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infinita de sistemas de ecuaciones lineales equivalentes.

Por ejemplo el sistema:

=Y
r+y = 2

Tiene como solucién el punto (1, 1), figura 6. El sistema:

z/2—y = -—1/2
2c+y = 3

tiene como solucién también el punto (1, 1), figura 7. Es decir, los dos sistemas tienen la misma solucién,
por lo tanto son sistemas equivalentes. Mds atin podemos generar cualquier otro sistema con la misma
solucién, a partir de la férmula y — 1 = m(x — 1), figura 8.

15+

05+

r y=2—X y=X

f

Punto de interseccion

0.5 1 15 2

Figura 6: Las rectas del sistemaxz —y =0, —y = 2

Punto de interseccion

05 1 1.%\ 2

Figura 7: Las rectas del sistema /2 —y = —1/2,2x +y =3
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15+

o5

05 1 12\ 2

Figura 8: Sistemas Equivalentes

Observacion 1 La estrategia para resolver sistemas de ecuaciones lineales dificiles, es transformarlo
a otro SEL que sea equivalente, pero que sea mds fdcil de resolver.

Para poder transformar un SEL a otro equivalente, basta aplicar algunas operaciones sobre las filas del
SEL llamadas “operaciones elementales".

1.2.3. Operaciones elementales sobre sistemas de ecuaciones:

Las operaciones elementales sobre sistemas de ecuaciones son:
1. Intercambio de dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacién por una constante diferente de cero.

3. Sumar un multiplo de una ecuacion a otra ecuacion.

Proposicion 1 Un sistema de ecuaciones lineales A que se obtiene de otro B por medio de opera-
ciones elementales, entonces A y B son equivalentes, es decir tienen el mismo conjunto de solu-
ciones.
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Ejercicios: encontrar la solucion del siguiente SEL, aplicando operaciones elementales sobre filas
de ecuaciones:

Resolver el siguiente SEL:

Elt 237 =+ Yy = 1
Ey: 3x y = 2

Paso 1 Se aplica la siguiente OE sobre Ey: 5 — —3F; + 2Fs

—-3F; : —6xr—3y = -3
2Ey 6r —2y = 4
E2 : —5y = 1
2c + y = 1 ~ 2c + y =1
3r — y = 2 -5y = 1
Paso 2 Obtenemos el valor y = —1/5 de la nueva Es.

Paso 3 Se obtiene el valor x = 3/5 de Fj.

ISP Observemos que sucede si aplicamos otra operacién elemental al mismo SEL:

EFi: 22 + y = 1
Ey: 3z — y = 2

Paso 1 Apliquemos la siguiente OE sobre Ey: Fy — —3/2F; + Es

—-3/2E, : —3z-3/2y = -3/2
Ey, 3 —y = 2
E; -5/2y = 1/2
2c + y =1 2z + Y = 1
3r — y = 2 -5/2y = 1/2
Paso 2 Obtenemos el valor y = —1/5 de la nueva F.

Paso 3 Ahora despejamos x = 3/5 de E;.

En ambos casos llegamos a la misma solucion.




1.2. Sistemas de ecuaciones 2 X 2

Resolver el SEL siguiente:

EFi: z + 2y = 8
Ey: 3z — 4y = 4
Paso 1 Se aplica la siguiente OE sobre Ey: Fy — —3FE; + Fy
-3E; : —3x—-6y = -—-24
By 3z —4y = 4
Ey -10y = -20
r 4+ 2y = 8 ~ r + 2y = 8
3r — 4y = 4 o —10y = -20
Paso 2 Obtenemos y = 2 de Fs.
Paso 3 Despejamos ax =4 de F;.
Resolver el SEL siguiente:
Fi: 2x + y — 3z = 5
Ey: 3z — y + 22 = 5
Es: b — 3y — =z = 16
Paso 1 Se aplica una OE sobre F5: Fy — —3F; + 2FEs
—-3FE; : —6xr—3y+9z = -15
2F, 6z — 2y +4z = 10
Ey, —Sy+13z = =5

Paso 2 Ahora se aplica la siguiente OE sobre F3: 5 — —5F; + 2Fs

—5F; : —10x —b5y+ 15z = =25

2F;5 10z — 6y — 2z = 32

E; —1ly+ 13z = 7
2 + y — 3z = 5 2 + Y - 3z
3 — y + 2z = 5 = -5y + 13z

5t — 3y — =z = 16 -1y + 13z
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Después de aplicar las anteriores operaciones el SEL queda de la siguiente manera, habiendo
hecho ceros en los lugares de color rojo:

2z + Y - 3z = 5
m -5y + 13z = -5
u -1y + 13z = 7

Paso 3 Ahora aplicamos la siguiente OF a E3: F's — —FE5 + Fs

—FEy Sy —13z = b
Es @ —1lly+13z = 7
by —6y = 12
20 + Y - 3z = 5 2c + y — 3z = 5
-7y + 13z = -5 o -5y + 13z = =5
—1ly + 13z = 7 -6y + = 12
Después de aplicar la anterior operacion el SEL queda de la siguiente manera:
Ey: 2¢0 + y - 3z = 5
Ey: m -5y + 13z = -5
Es: m 6y + m = 12

Paso 4 Obtenemos el valor y = —2 de Ej.
Paso 5 El valor z = _1—%35 de Fs.
Paso 6 Y el valor z = 22 de E.

IDSEIE Resolver el SEL:

Ey: 2z + 4y + 62z = 18
Ey: 4 + 5y + 62 = 24
FEs: 3z + y — 2z = 4

Paso 1 Se aplica una OE sobre Fs: Fy — —2F; + F»

—2F, : —4x—-8y—12z = =36
By dx +dy+ 62z = 24
Ey —3Jy—62z = —12

Paso 2 Se aplica otra OE sobre Fy: By — —1/3E5
—-1/3By : y+2z = 4
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Paso 3 Ahora se aplica la siguiente OE sobre E3: Fs — —3F; + 2F3

—3F; : —6xr—12y—182 = —bH4
2F5 6 +2y —4z = 8
Es —10y — 22z = —46

Paso 4 Se aplica otra OE sobre F5: E5 — —1/2E;5

6z
2z
11z

18
4
23

14

—-1/2B3 : by+11z = 23
2z + 4y + 6z = 18 2¢ + 4y +
4 + Sy + 62 = 24 = y o+
3r + y — 2z = 4 5y +
El sistema equivalente queda de la siguiente forma, después de hacer ceros en los lugares de
rojo.
2¢ 4+ 4y + 6z = 18
[ y + 2z = 4
[} 5y + 1lz = 23
Paso 5 Se aplica la siguiente OFE a E5: F'5 — —5F + Fj3
—5Fy; : —Hy—10z = =20
Es oy + 11z = 23
E3 : z = 3

2z

2 + 4y + 6z = 18 2c + 4y + 6z
by + 11z = 23

El sistema finalmente queda de la siguiente forma.

2z + 4y + 6z = 18
[ | y + 2z
[ ] [ ] z = 3

Il
IS

Paso 6 Obtenemos el valor z = 3 de Fs.
Paso 7 Obtenemos el valor y = —2 de FEs.

Paso 8 Obtenemos el valor x = 4 de Fj.

z
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1.3. Método de eliminacion de Gauss

Método 1 El método de Gauss consiste en transformar un sistema de ecuaciones A, a otro B,
aplicando operaciones elementales, de tal forma que B queda en una forma triangular y por
lo tanto puede ser resuelto con despejes sucesivos simples.

/ / / / _ /
anri t+ A%+ apgTz + 0+ ATn = 0
/! / /! — /

ATz + Gy3T3  + o+ A3, Tn = Dy

/ /! —_ /

agsTs  + 0+ agp¥Tn = 03

! —_ /

an®Tm = by,

Como se sabe un SEL puede tener una tnica solucion, puede no tener soluciones, o tener més de una
solucién. El Método de Gauss nos permite saber en cual de estos casos estd un SEL.

1. En el caso de obtener un SEL equivalente al original, donde tengamos el mismo nimero de ecua-

ciones que de incégnitas y podamos despejar a todas las incégnitas. Entonces el sistema tiene una
Unica solucion.

2. En el caso de obtener un SEL equivalente al original, donde obtengamos una contradiccion, es
decir, una ecuacion falsa. Entonces el sistema no tiene solucion.

3. En caso de obtener un SEL equivalente al original, donde obtengamos mds incégnitas que ecua-
ciones. Entonces el sistema tiene mas de una solucion. La resta de variables menos el de ecuaciones
se llama nuimero de variables libres.
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1.3.1. Meétodo de eliminacion de Gauss-Jordan

16

Método 2 El método de Gauss-Jordan consiste en transformar un sistema de ecuaciones A, a
otro B, por medio de operaciones elementales, de tal forma que B queda en forma diagonal y
por lo tanto la solucion queda de manera directa.

/ —

ay1T1 = 0
/

(212

li
333 = 3

!/ —_ /
Ay Lm - bm
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Ejemplos:

Continuando con el ejercicio 1, hasta aplicar el método completo Gauss-Jordan.

Paso 1 Del ejercicio 1 sabemos que:

2¢c + y = 1 ~ 2r  + Y = 1
3z — ¥y = 2 = -5y = 1
Paso 2 Ahora hacemos ceros cambiando: £y — Fs + 5E,

ks -5y = 1

5F 10x+5y = 5

FE 10z = 6
2 4+ y = 1 ~ 10z m = 6
3r — y = 2 m - %y =1

Paso 3 Obtenemos directamente x = 3/5 de Fj.
Paso 4 Obtenemos y = —1/5 de Fs.

Hacemos lo mismo con el ejercicio 5, hasta aplicar el método completo Gauss-Jordan.

Paso 1 Del ejercicio 5 sabemos que:

2z 4+ 4y +
Yy o+
5y  +

Paso 2 Continuamos haciendo ceros cambiando: £y — —2Fs3 + Fsy

6z = 18 2z 4+ 4y + 62
2z = 4 = W y o+ 2z
11z = 23 = = z
—2F;3 -2z = —6
By y+2z = 4
E2 Yy = —2

W~



1.4. Sistemas Homogéneos 18

E1 — —GEJ + E1

—6F3 —6z = -—18
Ey @ 2x+4y+6z = 18
Ey 2r+4y = 0
2z 4+ 4y + 6z = 18 20 + 4y m = 0
y  + 2z = 4 [ u Y m - -9
59 + 11z = 23 ] - z = 3
Paso 3 Seguimos haciendo ceros: Iy — —4Fs + F4
—4F5 —4y = 8
Ey @ 2x+4y = 0
E1 : 2 = 8
Paso 4 Obtenemos finalmente:
2 + 4y + 6z = 18 22 m m = 38
y + 2z = 4 &~ l Y m = 2
5y + 11z = 23 o o z 3

De donde x = 4,y = —2, z = 3 de acuerdo al ejemplo 5.

1.4. Sistemas Homogéneos

Son de especial interés los sistemas de ecuaciones donde b; = --- = b, = 0. A estos sistemas les
Ilamaremos sistemas homogéneos.

a1171 + a2 + a13r3 + - +apx, = 0
(2171 + a22%2 + a23T3 + - + agpx, = 0
a31T1 + azexrs + agzrs + - +agpr, = 0
Am1T1 + Gm2Z2 + Am3x3 + - + GmnTn = 0

Observacion 2 Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo (SELH), SIEMPRE tiene la solucion
T = 29 = ... = x, = 0. Llamada solucion trivial.
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En este caso, entonces el sistema 6 tiene s6lo la solucion trivial 6 tiene mas de una solucion.

Aplicando el método de Gauss el SELH tiene otras soluciones ademads de la trivial, si obtenemos mas
incdgnitas que ecuaciones.

Apliquemos el método de Gauss al siguiente SELH.

r 4+ 2y = 0
3x + 4y = 0

Paso 1 Aplicando la OE. Fy — —3E, + Ey

—3F, : —3z—-6y = 0

By 3z+4y = 0

Ey —2y = 0
xr + 2y =0 o x + 2y =0
3r + 4y = 0 o - 2y =0

Paso 2 Se obtiene directamente que el SELH tiene una tnica solucién, y es la trivial.

Resolver el siguiente SELH.

r — y = 0
2c — 2y = 0

Paso | Aplicando la OE. Fy — —2F; + F)»

—2F; : —2zx42y = 0
Ey 20 —2y = 0
E2 : 0 0

Como obtenemos una igualdad que es siempre verdadera, por lo tanto se cumple para todo
x, vy, la podemos quitar. Por lo tanto:

o

r - y =
2c — 2y = 0 *

1%

Es decir, tenemos una ecuacion con dos variables, entonces tenemos una variable libre.

Paso 2 En este caso podemos asignar un valor a una variable, digamos y = a.
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IDSEEEEIN Resolver el siguiente SELH.

z + vy + z= 0

r —y — z= 0
Paso 1 Aplicando la OE. Ey — —FE) + Ey

-E, : —z—y—2z = 0

Ey r—y—z = 0

FEy —2y—2z = 0

Por lo tanto:

zr + y + z= 0 ~ r + y + z= 0
xr — y — z= 0 - 2y — 2z= 0
Paso 2 Aplicando la OE. Ey — E5/2
Ey/2 @ —x—y = 0
Por lo tanto:
r + y + z= 0 ~ r + y + =z 0
r — y — z= 0 = -y - z 0
Paso 3 Por lo tanto de obtenemos que ¥y = —z, y sustituyendo en la Ec. 1, tenemos que x = 0. Asi el

conjunto solucién se escribe como {(0,y, —y)}y € R



