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Limites

Los limites de funciones son una de las partes mds complicadas del andlisis de funciones. En este re-
porte presentamos de manera simple algunos de los ejemplos mds sencillos para el cdlculo de limites.

El limite de una funcién se denota como lim f(x) = b. La idea general de limite es saber adénde se
r—c

aproxima la funcién f(z) cuando x se aproxima a c. Si la funcién se aproxima a un nimero real b Gnico,
entonces decimos que el limite existe, en otro caso decimos que no existe.
En el siguiente ejemplo observamos algunos de los casos mas sencillos sobre limites.

Sea la funcién f(z) definida de la siguiente manera:

22 -2, siz <2

5,si2<x<4
fl@) =4 5
—,sid <z <0
z—95
5, six=6

Es decir, la funcién no esta definida en z = 4, la gréfica de esta funcién se muestra a continuacion.
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Punto 1

Punto 2

Punto 3

Punto 4

Punto 5
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En el punto z = —2 de la gréfica de la funcién, observamos que si nos aproximamos al —2 por

abajo (por la izquierda), la funcién se acerca a 2. Pero si nos aproximamos a —2 por arriba (por la
derecha) la funcién se aproxima a —0,4. Por lo tanto h’m2 f(z) no existe.
T——

En el punto x = 0 de la gréfica de la funcién, observamos que si nos aproximamos al 0 por abajo
(por la izquierda), la funcion se acerca a —0,6. Si nos aproximamos a 0 por arriba (por la derecha)
la funcidn se aproxima también a —0,6. Por lo tanto h’m2 f(x) =0,6.

En el punto 3, x = 4 aunque la funcién no esta definida, si nos acercamos a 4 por abajo (por la
izquierda), la funcidn se acerca a -3, si nos acercamos a x = 4 por arriba (por la derecha), la funcién
también se acerca a y = —3. Entonces el limite existe y 11’1(1[}1 f(z)=-3.

xr—

En el punto 4, x = 5 si nos acercamos a 4 por abajo (por la izquierda), la funcién se va a —oo, si
nos acercamos a x = 5 por arriba (por la derecha), la funcién va a co. Entonces el limite no existe.

En el punto 5, x = 6 aunque la funcién esta definida y vale 5. Si nos acercamos a 6 por abajo (por
la izquierda), la funcién se va a 3, si nos acercamos a x = 6 por arriba (por la derecha), la funcién
se acerca a 3. Entonces h'rr%f(x) =3.

xr—



Limitescone — )

Ejercicio 1 Demostrar por € — 6 que
lim z = 5.

r—5

Parte 1 Truco para encontrar ¢:

Paso 1 Queremos que |f(z) — L| < ¢, cuando |z — ¢| = |x — 5| < J. Eneste caso |f(x) — L| =
|z — 5| < J, entonces si 0 = €, obtenemos que | f(z) — L| < e.

Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 1.
Parte 2 Demostracion:
Paso 1 Dado € > 0, debemos encontrar 9, tal que si
0 < |z —¢| < 4, entonces |f(x) — L| <e.

Paso 2 De la parte 1, dadoe > 0y § = ¢, como |z — ¢| = |x — 5| < § es cierto, entonces si § = e,
también es cierto que |z — 5| = |f(x) — L| < e. O
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2. Limites con € — §

Ejercicio 2 Demostrar por € — 6 que
h’m1 5T = 5.
xTr—

Parte 1 Truco para encontrar d:

Paso 1 Queremos que |f(x) — L| < e. Sustituyendo y desarrollando |f(z) — L| = |5z — 5| =
5|z — 1] < €, por otra parte tenemos que |z — 1| < ¢, por lo tanto lo primero ser4 cierto si

0=—.
5
Paso 2 Esto puede apreciarse en la figura 2.
Parte 2 Demostracion:
Paso 1 Dado € > 0, debemos encontrar 4, tal que si
0 < |z —c| <0, entonces |f(z) — L| < e
Paso 2 Delaparte 1,dadoe > 0y d = %, tenemos |z —¢| = [z — 1| < § = g, entonces 5|z — 1| =
|5z — 5| < €, es decir |f(z) — L| = |5z — 5| < e. O
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L+e —— 61

C-0 C-0

Figura 2.2: f(z) = 5z,c=1,L = 5.
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Ejercicio 3 Demostrar por e — 6 que

Parte 1 Truco para encontrar ¢:

T 1
Paso 1 Queremos que |f(x) — L| < ¢, entonces: | f(x) — L| = |§ —2| = §|x — 4| < ¢, por otra
parte tenemos que |z — 4| < ¢, por lo tanto lo primero serd cierto si tomamos § = 2¢

Paso 2 Esto puede apreciarse mejor en la figura 3.
Parte 2 Demostracion:
Paso 1 Dado € > 0, debemos encontrar 9, tal que si
0 < |z —¢| < d,entonces |f(x) — L] < e.
Paso 2 De la parte 1, dado e > 0y § = 2¢, como |z — ¢| = |x — 4| < § = 2¢, entonces %|aﬁ —4| <e,
esdecir|f(x)—L|:|g—2\<e. O
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c—0 c—0

Figura 2.3: f(z) = z/2,c =4,L = 2.
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Ejercicio 4 Demostrar por € — 6 que

lim axz + b = ac + b.
r—c
Parte I Truco para encontrar d:

Paso 1 Queremos que |f(z) — L| < €, entonces. De los problemas anteriores podemos inferir que

si tomamos a § = —, podemos mostrar lo requerido.
a

Parte 2 Demostracion:
Paso 1 Dado € > 0, debemos encontrar 4, tal que si
0 < |z —¢| < 0, entonces |f(z) — L| < e.

Paso 2 Delaparte I,dadoe > 0y d = E, como |z —c| <0 = < entonces lax — ac| < e, es decir
lax —ac+b—0b| =|ax+b— (ac+ )| = |f(z) — L| < e O
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Ejercicio 5 Demostrar por € — 6 que

lim zsen(1/z) = 0.
z—0

Parte 1 Truco para encontrar §:

Paso 1 Queremos que |f(x) — L| < ¢, sabemos que |sen(1/x)| < 1 se cumple siempre, por lo
tanto |zsen(1/x)| < |z|.

Paso 1 Ver figura 4.
Parte 2 Demostracion:

Paso 1 Dado € > 0, debemos encontrar 9, tal que si

0 < |z —¢| < 4, entonces |f(x) — L| <e.

Paso2 De la parte 1, dado e > 0y 6 = ¢, como |z — ¢| = |z] < J = ¢, entonces de parte 1,
|zsen(1/x) — 0] < |z| < 0 = ¢, esdecir |f(z) — L] <e. O

1.0

0.5;
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Figura 4: f(x) = xsen(1/x)



Limites con simple evaluacion

En muchos casos, calcular un limite es muy simple, por ejemplo si la funcién es continua. Entonces el
limite llega a ser una simple evaluacion.

Ejercicio 6 Encontrar
h’mlgc3 — 222+ 3z +1.
xr—

Parte 1 Para funciones (continuas), donde el punto c esta definida, el limite se encuentra con simple
sustitucion.

Parte 2 En nuestro caso, f(1) = 3, por lo tanto h’mlx?’ —2224+3x+1=3.
xTr—

Ejercicio 7 Encontrar

, 2
lim .
z——-3 T + 2
Parte 1 Para funciones (continuas), donde el punto ¢ = —3 esta definida, el limite se encuentra con
simple sustitucidn.
, 2
Parte 2 En nuestro caso, f(—3) = —2, por lo tanto lim = —2.

z—-3x + 2



Limites con una diferencia de cuadrados o
factorizacion

Ejercicio 8 Encontrar
2 —4

im .
z—2 x — 2

Parte 1 La funcién no estd definida en x = 2, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:

-4 (z—-2)(z+2)
r—2 T —2
= (z+2)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es 4.

Ejercicio 9 Encontrar
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Parte 1 La funcién no estd definida en x = —1, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:
-1 (z—1)(z+1)
r+1 z+1

(z—1)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es —2.

Ejercicio 10 Encontrar

r—a T — Q

Parte I La funcién no estd definida en z = a, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:

r? — a? (x —a)(z+a)

r—a r—a
= (z+a)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es 2a.

Ejercicio 11 Encontrar
3 +1
im
z——1 x4+ 1

Parte 1 La funcién no estd definida en x = —1, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:
@ +1 (P —x+1)(z+1)
r+1 z+1
= 22 —z+1

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es 3.
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Ejercicio 12 Encontrar

222 —2-3
lim
z——1 r+1
Parte 1 La funcién no estd definida en x = —1, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:
202 —x -3 (2z-3)(z+1)
z+1 N z+1

(2z —3)

Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es —5.

Ejercicio 13 Encontrar

Parte I La funcién no estd definida en x = —3, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:
?+2—-6  (z+3)(z—2)
2—-9  (z—3)(z+3)
o r—=2
- z-3

5
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es 5

Ejercicio 14 Encontrar
. 2?2 -5z +4
hm ——
c—4 72 — 21 — 8
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Parte I La funcién no estd definida en z = 4, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera:

2 —br+4 (z—4)(x—1)
2-20-8  (z—4)(x+2)
o xz—1
oz +2

1
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es ok



Limites obtenidos multiplicando por el
conjugado

Ejercicio 15 Encontrar
’ V+2-—+2
im ———

x—0 76

Parte 1 La funcién no estd definida en x = 0, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera,
multiplicando por el conjugado del numerador asi:

VETI-VE  JiT3-\2ViE3+V2

@ VI+24+2
_ T+2-2
 2(Vr+2+V2)
B (VT +2+V2)

1
T Vit2+42

. - 1
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es ——.

2V2
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Ejercicio 16 Encontrar
i vVe+1—2
m ——

z—3 x—3

Parte 1 La funcién no estd definida en x = 3, pero podemos reducir la funcién de la siguiente manera,
multiplicando por el conjugado del numerador asi:

Ve+1-2  Vo+1-2Vz+1+2
x—3 r—3 Vr+1+2
z+1—4
(x—3)(Vz+1+2)
z—3
(z—=3)(Vo+1+2)
1

vr+142

1
Parte 2 De la primera parte, ahora podemos ver que el limite es T





