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Divisores de un niumero entero

Dado un numero entero positivo decimos que: divide aa, si podemos escribir a
a = cd, se acostumbra a escribir esto coang también se dice quees un factor de

0 quea es multiplo der.

Ejemplos:

Ejemplo 1 Seaa = 10, entonce$ divide al0, porquel0 = 5 - 2, (también2|10).
Ejemplo 2 Seaa = 16, entonce® divide al6, porquel6 = 2 - 8., (tambiéns|16, 4/16).

Ejemplo 3 Seaan = 24, entonce$ divide a24, porque24 = 6 - 4., (también2|24, 4|24, 12|24).

Por el teorema fundamental de la aritmética, todo nUmeraisdegoescribir como pro-
ducto de potencias de numeros primos de manera Unica, eSidemnocemos la repre-
sentacion de un nimero entere= pi'p5*ps® - - - pé» . Entonces conocemos a todos los

factores dex.

Ejemplos:
Ejemplo 1 Sia = 10, comoa = 5 - 2, entonces
{1,2,5,10}
son los unicos factores dé.
Ejemplo 2 Sia = 16, comoa = 2%, entonces

{1,2,4,8,16}



son los Unicos factores dé.
Ejemplo 3 Sia = 24, comoa = 23 - 3, entonces
{1,2,4,8,3,6,12,24}

son los Unicos factores dd.



Maximo comun divisor

El maximo comun divisor de dos enteresh no cero, es el enter@ mas grande que
divide a ambos, y se escribe comie- (a,b).

Existen dos formas comunes para conoceneld. dea, b. La primera hace uso del
conocimiento de todos los factores de los dos numerbsEsto es efectivo solo para
nameros pequenos ya que conocer la factorizacion (cormaes tos factores) completa
de un namero es eficiente solo para nUmeros pequefios.

La segunda forma, es a través del algoritmo de Euclides.

Ejemplos:

Ejemplo 1 Seaa = 10y b = 15.

Parac = 10 los factores sof1, 2,5, 10}
Paraa = 15 los factores sof1, 3,5, 15}

Los factores comunes dé, 15 son{1, 5}

Entonces el maximo comun divisor @9), 15) = 5.
Ejemplo 2 Seaa =20y b = 30.

Paraa = 20 los factores sok1,2,3,4,5,10,20}
Paraz = 30 los factores sok1,2,3,5,6,10, 15,30}

Los factores comunes @8, 30 son{1,2,3,5,10}

Entonces el maximo comun divisor €9, 30) = 10.
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2.1.

Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3

Otra forma de encontrar el maximo comun divisor

Seaa =20y b = 24.

La factorizacion de = 20 es20 = 22-5
La factorizacion de = 24 es24 =23 .3

Entonces nos fijamos en los factores comunes, qué en estearatas potencias
de2, y tomamos la potencia menor.

Entonces el maximo comun divisor dey 24 esd = 22 = 4.

Seaa = 180y b = 168.

La factorizacion de = 180 es180 =2%-32.5
La factorizacion de. = 24 esl68 =23-3-7

Entonces nos fijamos en los factores comunes, qué en estearatas potencias
de2y 3, y tomamos la potencia menor.

Entonces el maximo comun divisor d&) y 168 esd = 2% - 3 = 12.

Seaa = 900y b = 1080.

La factorizacion de = 900  es900 = 22 - 32 . 52
La factorizacion de = 1080 es1080 =23-33-5

Entonces nos fijamos en los factores comunes, qué en estearatas potencias
de2, 3y 5, y tomamos la potencia menor.

Entonces el maximo comun divisor @0 y 1080 esd = 2% - 32 - 5 = 180.

2.2. Elmed usando el algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides dice que dados dos numeros enieb@ntonces siempre
existen otros dos nimeros enteqos tales que:

a=bg+rcon <r<gq

Esto es realmente facil de comprender, ya quessi un entero mayortg entonces
multiplicandoq veces pob antes de alcanzarlo, hara falta un restoenor a para
alcanzar a.

Lo importante en el caso delcd es que sk = bg + r entonces eincd dea, b
es igual a elned deb, r. Como los nimerog, » son menores a los nimeros,
entonces es mas facil calcularetd.
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Si aplicamos varias veces este proceso, podemos llegaeenlathncd cuando se
termine la sucesion.

Ejemplos:

Ejemplo 1 Seaa =20y b = 24.

24 = 20-1+14
20 = 4540
Por lo tanto elncd de24 y 20 es4.
Ejemplo 2 Seaa = 180y b = 168.
180 = 1681+ 12
168 = 12.14+0

Por lo tanto elncd de180y 168 es12.
Ejemplo 3 Seaa = 900y b = 1080.
1080 9001 + 180
900 1805+ 0
Por lo tanto elmcd de 1080 y 900 es180.
Ejemplo 4 Seaa = 3100y b = 1508.

3100 = 15082+ 84
1508 = 8417+ 80
84 = 80-1+4
80 = 42040

Por lo tanto elncd de3100 y 1508 es4.

Observacion: mientrasy b tengan casi los mismos factores comunes, entonces el
algoritmo de Euclides es corto, en caso contrario el algorigss mas largo.



Minimo comun multiplo

Sia, b son dos nimeros enteros cualquier otro nimero que los tengafactores
sera un multiplo de, b. Entonces debe existir un minimo comun multipla;m.

Existe una relacion entre elem y el med, y esta es:

med(ab)mem(ab) = (ab)

También puede ser escrita corw b)[a,b] = ab, quiere decir que el maximo
comun divisor por el minimo comun multiplo de dos niumerod pscelucto de los
dos nameros.

Entonces conociendo elcd puede ser obtenido facilmenteretm.

Ahora para obtener ehcm conociendo la factorizacion de b en productos de
potencias de primos, se toman todos los factores primosagooténcia maxima.

Ejemplos:

Ejemplo 1 Seaa =20y b = 24.

La factorizacion de = 20 es20 =225
La factorizacion de, = 24 es24 =23 .3

Entonces nos fijamos en los factores primos de ambos, quéenas® son
las potencias dg, 3, 5, y tomamos la potencia mayor (recuerde glie- 1).

Entonces el minimo comdn multiplo @8y 24 esm = 23 - 3 - 5 = 120.
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Ejemplo 2 Seaa = 180y b = 168.
La factorizacion de, = 180 es180 =2%2-32.5
La factorizacion de. = 168 es168 =23.3.7

Entonces nos fijamos en los factores comunes, qué en estearapotencias
de2,3,5,7, y tomamos la potencia mayor.

Entonces el minimo comdn multiplo de0y 168 esm = 23-32.5-7 = 2520.
Ejemplo 3 Seaa = 900y b = 1080.
La factorizacion de. = 900  es900 = 22 - 3% . 52
La factorizacion de. = 1080 es1080 =23-3%-5

Entonces nos fijamos en los factores comunes, qué en estearapotencias
de2, 3y 5, y tomamos la potencia mayor.

Entonces el minimo comudn mdltiplo @60 y 1080 esm = 2333 - 5% = 5400.

3.1. Relacion entre elncdy el mem

Observacion: para obtenereld tomamos la potencia minima de un factor primo
y para obtener elnem tomamos la potencia maxima, entonces es claro que el
producto dekncd por elmem es el producto de los nimerash

Ejemplos:

Ejemplo 1 Seaa =20y b = 24.

Para elmncd nos fijamos en las potencias menores:

La factorizacion de = 20 es20 =2%-5
La factorizacion de. = 24 es24 =23 .3

Para elncm nos fijamos en las potencias mayores:
La factorizacion de. = 20 es20 = 22-5
La factorizacion de. = 24 es24 =23 .3

Por lo tanto tenemos que? - 23 - 5 - 3 = 20 - 24, ya que son todos los factores
que aparecen tanto €1 como er24.

Ejemplo 2 Seaa = 180y b = 168.
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Para elncd nos fijamos en las potencias menores:
La factorizacion de. = 180 es180 =22-3%.5
La factorizacion de = 168  es168 =23-3.7

Para elmcm nos fijamos en las potencias mayores:

La factorizacion de = 180 es180 =22-3%-5
La factorizacion de. = 168 es168 =23.3.7

Por lo tanto tenemos que? - 23-32.3-5.7 = 180 - 168, ya que son todos los
factores que aparecen tantole como enl68.

Ejemplo 3 Seaa = 900y b = 1080.

Para elmncd nos fijamos en las potencias menores:

La factorizacion de = 900  es900 = 22 - 3% - 52
La factorizacion de = 1080 es1080 =23-33-5

Para elmcm nos fijamos en las potencias mayores:
La factorizacion de = 900  es900 = 22 - 32 . 52
La factorizacion de. = 1080 es1080 =22-33-5

Por lo tanto tenemos que? - 23 - 3233 . 5. 5% = 900 - 1080, ya que son todos
los factores que aparecen tanta9fi como enl080.



