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La ecuacion cuadratica

Definicién 1 La ecuacion de la formaz? + bx + ¢ se llamaecuacion cuadratica
La cantidadA = b? — 4ac se llama eldiscriminantede la ecuacion

La ecuacionuz® + bx + ¢, se suele llamar también ecuacién de segundo grado o
ecuacion parabdlica, ya que la grafica que describe es uabghar

Definicién 2 Un niUmerar, tal que al sustituirlo en la ecuacion es cere?+bzg+c = 0
se llamaraiz o cerode la ecuacién cuadratica

Estudiaremos aqui diferentes forma de ecuaciones de seguexdb, tratando de en-
contrar sus raices y su discriminante.

Las formas de ecuaciones que estudiaremos son:
1. 22 — d?

2. (mz)? —d?

3. ax? + bx

4. Trinomios cuadrados perfectos.

5. Completar el trinomio cuadrado perfecto.

6. La forma general.



La ecuacion z? — d?

La ecuacion de la formanz)? — d* es una diferencia de cuadrados, por lo que se aplica
la férmula(mz)? — d* = (mz + d)(mx — d).

Ejemplos:

Ejem. 1| 22 —1, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferéecgiaadrados como

sigue:z? — 1 = (z + 1)(z — 1). Entonces las raices son los nimeros que hacen
la siguiente igualdadr + 1)(z — 1) = 0 verdadera. Se deduce que las raices son
xr1 = 1,29 = —1, yaque al sustituifz + 1)(z1 — 1) =0y (z2+1)(x — 1) =0 se
cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacion son:

ZE1:1

.172:—1

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0°=@)1)(-1)
= 4

Ejem. 2

x?—4, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferelectaadrados como

sigue:z? — 4 = (x + 2)(z — 2). Entonces las raices son los nimeros que hacen
la siguiente igualdadr + 2)(z — 2) = 0 verdadera. Se deduce que las raices son
1 = 2,9 = —2, ya que al sustituifx +2)(z1 —2) =0y (22 +2)(x —2) =0 se
cumplen las igualdades.



2. La ecuacion? — d? 4

a) Las raices de la ecuacién son:

$1:2

272:—2

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0= (4)(1)(-4)
= 16

Ejem. 3| 229, esta ecuacién se puede factorizar aplicando la diferelectaadrados como

sigue:z? — 9 = (x + 3)(z — 3). Entonces las raices son los nimeros que hacen
la siguiente igualdadr + 3)(z — 3) = 0 verdadera. Se deduce que las raices son
x1 = 3, x5 = —3, ya que al sustituifx + 3)(z1 —3) =0y (z2+3)(x —3) =0 se
cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:

ZE1:3

$2:—3

b) El discriminate de la ecuacion es:

A= 0" = (9(1)(-9)
— 36

Ejem. 4] 2> — 16, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la difereteciecuadrados

como siguez? — 16 = (x + 4)(x — 4). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualddd + 4)(z — 4) = 0 verdadera. Se deduce que las raices
sonz; = 4, xo = —4, yaque al sustituifz +4)(x; —4) =0y (x2+4)(z—4) =0

se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:

ZE1:4

%2:—4

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 07— (4)(1)(-16)
64



2.1. Restimen de la ecuacioh— d? 5

Ejem. 5 x? — 25, esta ecuacion se puede factorizar como sigtie:25 = (x+5)(x—5). Se

deduce que las raices sen= 5, z, = —5, ya que al sustituifx +5)(z; —5) = 0
Y (2 + 5)(x — 5) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:

$1:5

I2:—5

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 07— (4)(1)(-25)
= 100

2.1. ResUmen de la ecuaciéon?® — d?

Para el caso especial de las parabolas de la fefmad? de acuerdo a los ejemplos
anteriores podemos resumir lo siguiente:

H Ecuacion|| Raiz 1| Raiz 2|| Discriminante

[Raiz 1] Raiz 2] ]
[ 1 [ 1] ¢ ]
[Z 4] 2 | 2] 16 ]
[# 9] 3 | 5] 5 ]
[@ 6] 4 | 1] o ]
[ 5 | 5] 1w |
(@] 4 | a] i ]

En general podemos concluir que la ecuacion de la farimad? tendrd como raices
ady —dy su discriminate serd(d?).



2.2. Gréficas de la ecuaciof — d? 6

2.2. Gréficas de la ecuacion? — 2

ol
ol
A y=x-1
ol
|
Al

—6 -5 -4 -3 -2 — /L 2 3 45 6

—2F
-3F
—4+
-5- -5
-6 -6

La gréfica de la funcion? — 1 La gréfica de la funcion? — 4
6 6
5 5
4+ y=x-9 4+ y=x-16
3 3
2 2
1 1

-6 -5 -4 -B -2 -1 1 2 4 5 6 —‘6—5— -3 -2 -1 1 2 3 5 6

-1t =il
_2— _2,
_3— _3,
-4t -4
-5 -5
-6 -6

La gréfica de la funcion? — 9 La gréafica de la funcion? — 16

Ejercicios propuestos:

1. Encontrar las raices, el discriminante, y la grafica dsitpgentes ecuaciones:

a) z°

b) 2% — 36
c) x% — 49
d) 22 — 64
e) 22 — 81
f) 22 — 100

2. ¢Qué sucede con las ecuaciones de la forata+ d2?. Hacer el mismo anélisis
y comprobar que tienen las mismas raides-d, el discriminante es mismi?.
Pero la grafica ahora abre hacia abajo.



La ecuacion (mx)? — d?

La ecuacion de la formanz)? — d? es una diferencia de cuadrados, por lo que se aplica
la formula(mz)? — d* = (mz + d)(mz — d).

Ejem. 1| 422 — 1, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferefecieuadrados

como siguedz? — 1 = (2 + 1)(2z — 1). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdd@dz + 1)(2x — 1) = 0 verdadera. Se deduce que las

. 1 o
raicesson2z+1) =0=x; = 5 2r—1)=0= 29 = 5ryaque al sustituir
(2z1 +1)(2x —1) =0y (22 + 1)(222 — 1) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:

ry = —=

To =

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0°=@)A)(-1)
16

Ejem. 2| 42 — 4, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferatecieuadrados

también:4z? — 4 = (22 + 2)(2z — 2). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdgdx + 2)(2x — 2) = 0 verdadera. Se deduce que las
raices sonf2x +2) =0= 2, = -1, (2x — 1) = 0 = x5 = 1, ya que al sustituir
(221 4+ 1)(2x — 1) =0y (22 + 1)(2z2 — 1) = 0 se cumplen las igualdades.



3. La ecuaciortmz)? — d? 8

Ejem. 3

Ejem. 4

a) Las raices de la ecuacién son:

Ilz—l
272:1

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 07— (4)4)(-4)
64

422 — 9, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferetecieuadrados

también:4z? — 4 = (22 + 3)(2z — 3). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdgdz + 3)(2x — 3) = 0 verdadera. Se deduce que las

. 3 -
raices son2z +3) =0 = x; = 5 2x—1)=0= 2y = 5ryaque al sustituir
(221 4+1)(2x — 1) =0y (22 + 1)(2z2 — 1) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacion son:
ry = —=

Ty =

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0" (H(A)(-9)
144

922 — 1, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferefeeieuadrados

como sigue9z? — 1 = (3x + 1)(3z — 1). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdgdz + 1)(3xz — 1) = 0 verdadera. Se deduce que las

1 o
raicesson3z+1) =0=x; = —30 Br—1)=0=2y= 3yaque al sustituir
(Br1+1)(3z—1) =0y (32 + 1)(3z, — 1) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacion son:
rn = —=

Ty =



3. La ecuaciortmz)? — d? 9

Ejem. 5

Ejem. 6

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0 - @O)(-1)
36

922 — 4, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferefeeieuadrados

como siguedz? — 4 = (3x + 2)(3z — 2). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdgdz + 2)(3xz — 2) = 0 verdadera. Se deduce que las

2 -
raicesson3z +2) =0=x; = —30 (Brx—2)=0= 29 = 3ryaque al sustituir
(31 +2)(3z —2) =0y (32 + 2)(3xz2 — 2) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:
ry = —=

To =

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0"=(4)(9)(—4)

922 — 9, esta ecuacion se puede factorizar aplicando la diferefecicuadrados

como siguedz? — 9 = (3z + 9)(3z — 9). Entonces las raices son los nimeros que
hacen la siguiente igualdgdz + 3)(3x — 3) = 0 verdadera. Se deduce que las
raices sonf3z +3) =0 =2, = —1, (3z — 3) = 0 = x, = 1, ya que al sustituir
(3x1 +3)(3x —3) =0y (3z + 3)(3z2 — 3) = 0 se cumplen las igualdades.

a) Las raices de la ecuacién son:

$1:—1

[Egzl

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 0"=(4)(9)(-9)



3.1. Restimen de la ecuacinz)? — d? 10

3.1. ReslUmen de la ecuaciofmz)? — d?

Para el caso especial de las parabolas de la fénma® — d de acuerdo a los ejemp-
los anteriores podemos resumir lo siguiente, de hechoilessrae derivan de la factor-
izacion(mazx + d)(mx — d) y el discriminante del calculp-4)(m?)(—d?) = 4m?d>.

| Ecuacioén || Raiz 1] Raiz 2| Discriminante||

(22)? — 1 % —% 16
L @)P—4 ] 1 [ -1 | 64 I
(22)2 — 9 g —g 144
(32)2 — 1 % —é 36
(32)2 — 4 g _g 144
L Ge—9 || t [ -1 [ 324 ]
(maz)? — & % 4 dm2d?




3.2. Gréficas de la ecuaciémz)? — d? 11

3.2. Gréficas de la ecuaciéimaz)? — d>

6 6 6r
5 5¢ 5¢
4r y=4x-1 4t y=4x>-4 4t y=4x-9
3 3t 3t
2r 2 2F
1+ 1+ 1+
L L L L T W I S
-6 -5 -4 -3 -2 7%}}1f 1 2 3 4 5 6 -6 -5 -4 -3 -2 L 2 3 45 6 -6 -5 -4 -3 -2 7;717 1/2 3 4 5 6
-2+ -2+
-3+ -3+
—4r - -4
-5 -5 -5
-6 -6 -6

La gréfica de la funcion La gréfica de la funcion La gréfica de la funcion

4o — 1 42 — 4 42 — 9

6 6r 6

5 5r 5/

4+ y=9x-1 4+ y=9x-4 4+ y=9x2-9

3 B Y

2r 2r 2r

1 1F 1r
L L L L L L
-6 -5 -4 -3 -2 —l\[l 2 3 4 5 6 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 -6 -5-4-3-2-{1 2 3 4 5 6

=i 1t =l

-2t 2 -2

-3+ — 3F

—4l _ 4L

-5 -5 5r

-6 -6 6

La grafica de la funcién La grafica de la funcion La grafica de la funcién
922 — 1 92% — 4 92% — 9

Ejercicios propuestos:

1. Encontrar las raices, el discriminante, y la grafica dsifagentes ecuaciones:

4
a) 422 — —
9
9
b) 922 — —
) 16
4
c) 1622 — —
) 1607 = 5

2. ¢Qué sucede con las ecuaciones de la ferfnar )2+ d>?. Hacer el mismo andlisis

) . . d d . .
y comprobar que tienen las mismas raiees ——, el discriminante es mismo
m m
4m?2d?. Pero la gréafica ahora abre hacia abajo.



La ecuacion ax? + bx

La ecuacioén de la formaz? + bz por la factorizacién:(ax + b), siempre tiene la raiz
] b
el ceroy laotraraiz es—.
a

Ejem. 1| 22 + z, esta ecuacion se puede factorizar como sigtie:z = x(x + 1). Entonces
las raices son los nimeros que hacen la siguiente igualdad1) = 0 verdadera.
Se deduce que las raices sQn=x0 , X = —1.
a) Las raices de la ecuacién son:
r, = 0
To = —1
b) El discriminate de la ecuacion es:
A = 17
1
Ejem. 2| 22 + 2z, esta ecuacion se puede factorizar como sigtie: 2x = z(x + 2). Se

deduce que las raices sonx 0, X, = —2.

a) Las raices de la ecuacién son:

ZL‘1:O

$2:—2



4.1. Restimen de la ecuacior® + bx 13

b) El discriminate de la ecuacion es:

A = 22

Ejem. 3| 322 + 2z, esta ecuacion se puede factorizar como sigue:- 2z = z(3z +2). Se

. 2
deduce que las raices sonx 0, X, = ——.

3
a) Las raices de la ecuacién son:

4.1. ResUmen de la ecuacioms? + bx

Para el caso especial de las parabolas de la farmar bx, siempre tiene la raiz

cero, y la otra raiz es — que se deriva de la factorizacian?® + bz = z(ax + b) y el
a
discriminante e#”.

| Ecuacion|| Raiz 1| Raiz 2| Discriminante||

L @4 | 0 [ -1 | 1 [
le8+2 [ 0 [ -2 | 4 [
3z2 + 2x 0 2 4

b
ax? + bx 0 —= b2




4.2. Gréficas de la ecuacién? + bz 14

4.2. Gréficas de la ecuacionz? + bx

6- 6 6F
5 5t 5
4t y=x+X 4t y=x+2Xx 4t y=3x+2x
3k 3f 30
2t 2| 2t
1F 1t 1H
JerJ4J3Jz_1 123 456 —‘6—‘5—‘4—‘3——‘11 123 456 6543219 123456
-2 -2t -2
-8 -3t -8
-4 —4r -4
-5 -5 -5
-6 -6} -6

La grafica de la funcién La grafica de la funciéon La grafica de la funcién
2+ % + 2z 3x% + 2z



Trinomios cuadrados perfectos

Una ecuacion de segundo grade® + bx + ¢ es un trinomio cuadrado perfecto si es
posible factorizarlo como el cuadrado de una suma, es degit $bx+c = (mx+n)?.
Desarrollando el binomi¢mz + n)? = (mz)? + 2maxn + n?, entonces la ecuacion
cuadratica es un trinomio cuadrado perfectb=si2./c+/a.

Sia = 1, entonces la expresiait + bx + ¢ sera un trinomio cuadrado perfecto si

b=2yc Yy (z*+ bz + c) = (x + /c)?. El signo se elige de acuerdo al signoide

Ejempilos:

Ejem.

1| Sear? + 4x + 4, en este caso = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto si

b=2\/c,comoc=4y4=2.
Yaqueb=2-2,siesun TCP, y? + 4z + 4 = (z + 2)°.

Ejem.

2| Seax? + 6x + 9, en este caso = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto si

b=2y/c,comoc=9y+9 =3.
Yaqueb=2-3,siesun TCP, y? + 3z + 9 = (z + 3)%

Ejem.

3| Seaxr? + 8z + 16, en este caso = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto si

b=2y/c,comoc =16y /16 = 4.
Yaqueb=2-4,siesun TCP, y? + 8z + 16 = (x + 4)°.

Ejem.

4| Seax? + 10z + 25, en este case = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto

Sib = 2y/c,comoc = 25y /25 = 5.
Yaqueb =2-5,si esun TCP, y? + 10z + 25 = (x + 5)*,

Ejem.

5| Seaz? + 12z + 36, en este case = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto

sib = 2,/c, comoc = 36 y v/36 = 6.
Yaqueb =2 -6, si esun TCP, y? + 12z + 36 = (x + 6)2,



5.1. Gréficas de trinomios cuadrados perfectos

Ejem. 6

16

Sear? — 10z + 25, en este caso = 1, entonces sera trinomio cuadrado perfecto
Sib=2y/c,comoc =25y /25 = 5.

Yaqueb=2-5,siesun TCP, y? — 10z + 25 = (z — 5)%.

Como un TCP siempre se reduce a una expregith d)?, entonces las dos raices

son siempre iguales y sag = Fd.

5.1.

sF
5
4 y=x2+4x+4

Graficas de trinomios cuadrados perfectos

y=x2+6x+9

La gréfica de la funcion
2?4+ 4z + 4

La gréfica de la funcion
2?2 +62+9

s
sk
4t y=x+8x+16
3k
oL
1k
L
1 2 3 4 5 6
1k
_2,
_3,
_ab

La gréfica de la funcion
422 + 8x + 16

-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3-2-1 1 2 3

y=x2+10x+25 —4r

La grafica de la funcién
2% 4+ 102 + 25

-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

—all

y=x%+12x+36 -4+

La grafica de la funcion
% 4+ 122 + 36

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4t y=x*-10x+25

La grafica de la funcién
422 — 10z + 25



Completando el Trinomios cuadrados
perfectos

En algunos casos se puede encontrar las raices de una ecoaadvatica via un tr -
nomio cuadrado perfecto (TCP). El completar un binomio a imotnio cuadrado per-
fecto se deriva de la siguiente ideai(&i+ b)? = a® + 2ab + b?, y por otro lado tenemacs
a un binomiomn? + nm, entonces decimos que acompletamos el binontig- nm a un
trinomio cuadrado perfecto sumando y restandad die tal manera que tenga la forma
a® + 2ab + b%, para esto hacemes = a, entoncefb = n, por lo tanto para obtener un

TCP enm? + nm basta sumary restarg)z, asi

m? +nm+ (5)° = (5)° = (m+ 5)? = (5)?

Para encontrar las raices de la uUltima igualdad se procede sigue:

UV o
) — (= =0
(m+5)7=(3)
T (e
(m+37 = (3)
n n
=) = +—
(m+ 2) 5
m = iﬁ _n
2 2
De donde las raices sony, = 0y m; = —n, en el caso de tener una expresion del

tipo m? + nm + d, entonces se separa el binomid + nm, y al final se considera@
para obtener las raices como se hace en los ejemplos 2,3 yidntes.



6. Completando el Trinomios cuadrados perfectos

Ejemplos:

Ejemplo 1| La ecuacién:® + 2z puede resolverse también

acompletando el cuadrado de la siguiente manera:

Ejemplo 2| La ecuacion:? + 4z + 3 se resuelve acomple-

Completando el cuadradd + 2z +1 — 1

1
2. Factorizanddz + 1) — 1
3.
4

Igualando a cerr +1)2 — 1 =0
despejando a:

(x+1)°=1 = 0
(z+1)* =
r4+1 = +1
r = 4l1-1

Por lo tanto las raices somy = 0,y z1 = —2.

tando el cuadrado de la siguiente manera:

1.

Completando el cuadrade® + 4« +4) — 4 + 3

2. Factorizanddz + 2)? — 1
3.
4. despejando a:

Igualando a cer¢r +2)> —1=0

(x+2)°-1 = 0
(z+2)* =
r+2 = =1
r = +1-2

Por lo tanto las raices somy = —1,y 1 = —3.

PN W O O

b y=x2+2x

18

w b 0 o

=

y=x+4x+3




6. Completando el Trinomios cuadrados perfectos

Ejemplo 3|La ecuacion:®+6x—7 puede resolverse acom-
pletando el cuadrado de la siguiente manera:

1. Completando el cuadrade® + 6z +9) —9 — 7
2. Factorizanddz + 3)% — 10

3. lgualando a cer@r + 3)? — 16 = 0

4. despejando a:

PN WD OO
T

(x+3)2—=16 = 0

19

y=x>+6x-7

(m—|—3)2 16 —‘10—9—‘8— _‘5_‘5_‘4_‘3_‘2_‘} |
Tz +3 +4 -2
r = +4-3 -3

Por lo tanto las raices somy = 1,y 1 = —7.

Ejemplo 4|La ecuacion:? 4 10z + 9 se resuelve acomple-
tando el cuadrado de la siguiente manera:

1. Completando el cuadrade® + 10z 4 25) — 25 + 9
2. Factorizanddz + 5)% — 16 -
3. lgualando a cer@r +5)? — 16 = 0

4. despejando a:

N W
T

y=x>+10x+9

(x+5)°-16 = 0 1
(x+5)> = 16 ~109-8-7-6-5-4-3-241,] 1 23 456

z+5 = +4 ol

r = 44-5 =37

—_4l

-5

—6r

Por lo tanto las raices somy = —1,y 1 = —9.



La formula general

Existe una formula general para encontrar las raices de cuacién de segundo
gradoax? + bz + ¢, esta férmula puede aplicarse siempre a los casos anterias
raices de una ecuacion cuadratica son

—b+ Vb2 — 4dac
o1 =
’ 2a

y A = b? — 4ac, se llama discriminante de la ecuacion.
A partir del discriminate, podemos clasificar a las parabdiala siguiente manera:

Caso 1 Si A > 0, entonces la ecuacion tiene dos raices reales diferergegafica de la
parabola atraviesa el ejeen dos puntos diferentes.

Caso 4 Si A = 0, entonces la ecuacion tiene dos raices reales iguales.éfiaagde la
parabola toca un solo punto del eje

Caso 1 SiA < 0, entonces la ecuacion tiene dos raices complejas (imaghdiferentes.
La grafica de la parabola no atraviesa eleje



7. La férmula general

Ejemplos:

21

; 6F
Ejemplo 1| La ecuacion:® + z — 2 puede resolverse por la 5l
férmula general de la siguiente manera: 1S y=x2+x-2
1. Calculado el discriminatd = b2 — 4ac = 1% — sr
41)(=2)=1+8=9 2r
1,
2. Por lo tanto la ecuacion tiene dos soluciones reale . | = | ‘ L
diferentes. -8 -7 -6-5-4-3 - —11/ 2 3456
—b+v9  —1+3 _
3. Tro = = =1
2a 2 _3F
4_$1:—b—¢§:—1—3:_2 i
2a 2 -51

5. Lasraicessomy =1,y x1 = —2.

. 9
Ejemplo 2| La ecuacion:? — 2z + 5 puede resolverse por 8
la férmula general de la siguiente manera: 7
1. Calculado el discriminatd = b — 4ac = (—2)? —

4(1)(5) =4—-20=—16 5
2. Por lo tanto la ecuacion no tiene soluciones reales. &

- L . 3F

3. Lagrafica de la ecuacion no pasa por eheje Al

1,

7 -6-5-4-3-2-1

-1+

-2+

_3,

4t

Ejemplo 3| La ecuacion:? + 6x 4 9 puede resolverse por
la férmula general de la siguiente manera:

1. Calculado el discriminath = % — 4ac = 62 —

4(1)(9) =0
2. Por lo tanto la ecuacion tiene dos soluciones reale
iguales.
-b -6
3. =—=—=-3
T T 2
_b _6 L L L L L L
dm=gr=5 =73 —7—6—5—4—'3—2—11
5. Lasraices somy = —3,yx1 = —3. -2r




